.
CAPTUIO 3
PENDIENTE DE UNA RECTA

e n la préctica algunas ecuaciones de
A oferta y demanda son aproximado-

- P mente lineales en un infervalo.
?‘ %2 N0 En el andlisis econdmico sdlo se foma la
e porcion de los rectas lineales que se en-
cuentran en el primer cuadrante, ya que la
Curva de demanda lineal oferia, el precio y la demanda son cero o

positivas,
Curva de demanda lineal

Caso |

Cuando la pendiente de la recta es negativa aumenta el precio y la canti-
dad de demanda disminuye y viceversa.

Caso |l

Cuando la pendiente de lo recia es cero el precio permanece constante,
sin considerar que la demanda aumenta.

Caso lll

Cuando la pendiente de la recta no existe el precio aumenta y la cantidad
de demanda permanece consfante.

P: Precio
@ Cantidad de demanda




3 CaArULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Definiciones
Inclinacién de una recta. Es el dngulo que una recta forma con el eje X positivo, el cual se representa con el simbolo
8, este dngulo se mide a partir del eje X y girando en sentido opuesto a las manecillas del reloj.

Pendiente de una recta, Se define como la tangente del dngulo de inclinacién que tiene una recta y se representa con
Ia letra m,

m=tan
Donde:

O=arctan(m)sim=>0 @=arctan(m)+ 180°sim <0

Pendiente de una recta que pasa por dos puntos

Sea la recta € que pasa por los puntos P, y P,, entonces su pendiente se define como:

— =N
X3 =X
Demostracién
Y4 La pendicnte de Ia wota £ cs,
¢ m=fan @
B e Pz{ng }5} Enel tl‘].ﬁ_nglllﬂ PIMPQI
1
:}E'J’l tan @ = Y2~ H
Pi(x1. 7)) e ! Ry
y] e Rl L __ 5 | H
| -k, Por consiguiente:;
I 1
/(5 : : = Y2 =
X1 i’z i G

Los casos que se presentan para el valor de la pendiente y su ingulo de inclinacitn, son los siguientes;

1. Sim >0 (positiva) entonces, el 4ngulo es agudo.
¥,

Sim > 0, entonces, 0°< 8 <90°

2, Sim <0 (negativa) entonces, el dngulo es obtuso.
¥

Sim <, entonces, 90°< 8 < 180°
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CAFIUIO 3

Pendiente de una recta

y (4
3. Sim= P entonces, el 4ngulo es recto,

Y b
o
X
4. 5im=10, el dngulo es llano.
Y -
X

EJEMPLOS
.ﬁ. 1 @+ Una recta pasa por los puntos A(-2, —1) y B(3, 4). Determina su pendiente y el 4ngulo de inclinaci6n,
E s

- Solucién

i

Se sustituyen los valores de las abscisas y ordenadas en la férmula; m = j:’_i'
L ]|

Luego, si m = 1 entonces, fan 0 = 1, en consecuencia;
0 = arc ran (1) = 45°
Por consiguiente, m =1y 8 = 45°,
2 ®e-Calculala pendiente y el dngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos P(1, 4) y O(7, -3).
Solucién

Al sustituir los valores en m = yz_y!,seubticm:

Xy =X

7
Como m= “6’ entonces, el dngulo de inclinacion es;

& =arc ran(—%) + 180° = —49° 23" + 180° = 130° 37"

Por tanto, el valor de la pendiente es —%ycldelﬁngulude inclinacién 130° 37",
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3 CaArULO

(GEOMETRIA AMALTICA

3 @+ \Verifica si los puntos A(-2, 4), B(0, 1) y O(4, -5) son colineales, aplica la férmula de la pendiente,
Solucién
Para verificar que tres puntos son colineales se debe de cumplir que:

Myp =Mge =My

Por consiguiente, se obtiene la pendiente de los segmentos AB, BC y AC

— 1-4 -3 3
Pendiente del segmento AB = m,,=———=—=-—
s “0-(-2) 2 2
= -5-1 -6 3
i 1 BC =— ==
Pendiente del segmento = My, T 5
-5-4 -9 3

Pendiente del segmento AC = my=——F—~=—=——

Se observa que las pendientes de los segmentos son iguales, en consecuencia los puntos son colineales,

A ®+:La pendiente de una recta es —4 y pasa por el punto A(1, 5). Si la abscisa del punto B es -2, ;cuél es su ordenada?
Solucién
Se sabe que x= abscisa, y = ordenada, por tanto, los datos son;

m=-4, A(1, 5) y B(-2, y)
Se sustituyen los valores anteriores enlafﬁrmula:m=%ysedespejay.
gy
—4=-3"2;5i - _4=3'—'35 S (4D +S=y o  y=17

Finalmente, el punto B tiene como coordenadas (-2, 17).

5 @+ El éngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos B (-1,5) y P,(x.1) conel eje X es de 135°, ;Cuél es el

valor de la abscisa de P,?
Solucién
Se obtiene la pendiente de la recta;
m=tan 135°
m=-1
Se sustituyen los valores de la pendiente, las abscisas y ordenadas en la férmula:
o BT i A=
e x_(_l]
b b2
x+1
Se despeja x:
~1(x+1)=—4
x+1l=—
x=4-1
x=3

Por consiguiente, ¢l valor de 1a abscisa de P, es 3.
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CariuIO 3

Pendiente de una recta
EJERCICIO 9
Determina la pendiente de los siguientes pares de puntos:
1. A(-3, 5)yB(2T) 6. A(4,-2)y B(7, -2)
2. A(-1, 2) yB(4,-5) 7. A (5 ﬁ] y B, 1)
3
3. A(8 -2)y B(0,-1) 8. A[ ] ( 5)
32 33
4, A0, 4)yB(=3,0 Alz2|yB|-2,2
(@, 4) y B(-3,0) 9. (53])'(54]
5. A(-S5, 1)y B(1,-3) 10, A ( ]yﬂ(a, b)
Encuentra la medida de los angulos de inclinacién de las rectas que pasan por los siguientes puntos:
11, P(5, 7y Q2 4) 14, R(3,42)ys0,0)
12, A(-1,2) y B(-2, 3) 15. 8(7,-1)y (7, 4)
13, A(v3,3) yB(© 2) 16, 04, -5) y R(-2, -5)
Aplica el concepto de pendiente para saber cudles de los siguientes puntos son colineales.
11' A( 1! 2}! B(zl 4} }I’ C(:—l' _2} 21' A(Ul 2)! B(_z 4} 3" C(z- U}
13' A(_z 2}! B(ll 3} }- C(_jl 1} ﬂ- A(SI _4}1 B(zl _2} )’ C(ul _1}
19. A(-1, 4), B(3,0) y C(0, 3) 23, A(x, 2), B(2x 2-y)y C(0, 2 +5)
20, A5 1), B3 9HyC2T) 24, Ala, b), B(2a+b, a)y C(-b, 2b —a)
25. La pendiente de una recta es 3. Si la recta pasa por los puntos A(2, 1) y el punto B, cuya ordenada es -5, jcudles el
valor de su abscisa?
26, Una recta tiene un dngulo de inclinacién de 45° y pasa por los puntos A y B, Si el punto A tiene coordenadas (3, -2)
y la ordenada de B es —1, encuentra su abscisa.
27, Eléngulo de inclinacitn de una recta es de 60° y pasa por los puntos A(:,ME] ¥ B,cuya abscisa es -3, jcudles
la ordenada de B?
28, Una recta forma un dngulo de 30° con el eje X y pasa por los puntos A(3v3, =1) y B(~24/3, ). Calcula el valor de Ia

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

ordenada de B,

Condicion de paralelismo

Dos rectas son paralelas si sus dngulos de inclinacién son iguales y, por tanto, sus pendientes también,
m, = m,

Se denota como €, || €, para indicar que €, es paralela a £,

i
' ¢, 8i ¢, || €,, entonces
8 =4,
Por ser correspondientes,
Aplicando la funcién tangente
& & . tan 0, = tan 0,
X Finalmente, se determina que:

m, = n,
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3 CaArULO

GECMETRIA ANALITICA
EJEMPLOS .
1 ®¢ Demuestra que la recta €,, que pasa por los puntos A(1, 1) y B(S, 3) es paralela a la recta €, que pasa por los puntos
i ' C(8, 0) y D4, -2).
i Solucién
Se obtienen las pendientes de ambas rectas:
w3712 1. _-2-0_-2_1
MTs-1 4 277 4-8 4 2

Como ;= M, entonces se demuestra que €, || £,.

2 ®@e:Demuesira que los puntos A(9, 2}, B(11, 6}, C(3, 5) y D(1, 1), son vértices de un paralelogramo,

Solucién
Se determinan las pendientes de los lados;

.
6-2 4 5-6 -1 1
R Y T . B
Mas=ogT2 BT 3T 88 c
1-5 -4 1-2 - 1
e e T {
0 X

Se observa que m,; = M, ¥ Mg, = m, ,, por tanio, se deduce que AB||CD y BC||AD.
Como los lados opuestos son paralelos, entonces la figura es un paralelogramo.

Condicién de perpendicularidad
Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es igual a — 1,
8i €, L £ (€ es perpendicular a £,), es decir, las rectas forman un dngulo de 90°, entonces:
my-my=-1
1

1
Purtantu,m1=——um2=——
my ny

f? f]

=y
L
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Pendiente de una recta
EJEMPLOS
] @« Demuestra que Ia recta £,, que pasa por los puntos A(2, 5) y B(7, 3), es perpendicular a la recta £,, que pasa por los
£ puntos O(— 1,—-2) y (1, 3),
) Solucién
Se obtienen las pendientes de las rectas.
Pendiente de la recta £;:
o =
Pendiente de la recta £,
_3-(-2)_3+2_5
W 1=(=1) 1+1 2
Ahora se aplica la condicidn:

)

Se demuestra que la recta £, es perpendicular a la recta £,

2 ®e- Demuestra que los lados adyacentes del cuadrilitero, cuyos vértices son los puntos A0, 9), B(3, 1), C(11,4) y
D8, 12), son perpendiculares entre si,

Solucion

Se determinan las pendientes de los lados:

L, _1-9_-8_ &8 _4-1_3 _l-4_ 8 12-9_3
w=370"3 3 =13 8 M~y 3 w=e70 "8
En la figura: ¥ D
A
c
X

Se observa que los lados adyacentes son;
AB y BC; BCy CD; CD y AD; ADy AB
Ahora se multiplican las pendientes de los lados adyacentes para demostrar que son perpendiculares:

(i e
G S R &

AB 1L BC, BCLCD, CDLAD y AD L AB

De aquf se determina que:

Entonces, se demuestra que los lados adyacentes son perpendiculares entre si,
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EJERCICIO 10

- i [

Averigua sila recta €, que pasa por los puntos A(3, —1) y B(—6, 5) es paralela o perpendicular a la recta £, que pasa
por los puntos C(0, 2)y D(-2, —1).

Comprueba por medio de pendientes que los puntos A(1, 3), B(2, 6), C(7, 8) y D(6, 5), son vértices de un paralelo-
gramo,

Demuestra que la recta que pasa por los puntos A(— 2, 1) y B(1, —4), es paralela a la recta que pasa por los puntos
as, -7 y D(5, - 2).

Comprueba por medio de pendientes que los puntos A(3, 1), B(7, 3) y C(1, 5), son los vértices de un tridingulo rec-
tingulo,

Demuestra que los cuatro puntos A(— 3, 1), B(-2, 5), C (2, 4) y D(1, 0), son vértices de un cuadrado y que sus dia-
gonales son perpendiculares,

Una recta €, pasa por los puntos (—2, — 1) y (2, 3), y otrarecta £, pasa por el punto (-1, 2) y el punto A, cuya ordenada
es — 4. Determina la abscisa del punto A cuando €, es perpendicular a £,

Demuestra por medio de pendientes que los puntos A(—2, — 1), B(—4, 3), C(3, 5) y D(5, 1), son vértices de un para-
lelogramo,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondient® « « « v ¢« v 0 s 0 0 0 0 0000

Angulo entre dos rectas
Para encontrar el dngulo @ formado por las rectas £, y £, se utiliza la formula:

i, =,

tan @ =
1+m’ ‘mz

Por geometria; f=o+0yf=f-o

Aplicando tangente: tan 8 = tan (f — o) i

fan [5 = fan a
Iﬂﬂﬂ:ﬁi
l+tan - fan o
Pero tan f=m, y tan cc=m,

Entonces, tan 0 = —22_"1_
1+ m, -m,

Donde:

8; Angulo entre las rectas : ——— >
nt,: pendiente inicial de la recta €, / \X
i, pendiente final de la recta €,

Se debe de tomar en cuenta que los dngulos se miden en sentido contrario a las manecillas del reloj; en la recta que
inicie el 4ngulo, serd la pendiente inicial, y enla recta que termine, la pendiente final,
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m

Ejemplos

JEMPLOS

Pendiente de una recta

] ®¢ Determina la medida del dngulo obtuso que forman las rectas, cuyas pendientes son 2 y -3,
Solucién

En este caso no importa cudl sea la pendiente inicial o final, se escoge m, = 2y m, = - 3, se sustituyen en la férmula
¥y se obtiene: my —m, 3.9 5 _s

fan 8=

Temm, 1+(B)(2) 1-6 -5
De aqui, tan #= 1 entonces: @ = are fan (1) = 457,
Hl dngulo obtuso ¢ se determina al calcular el suplemento de &

45° + 9 =180°
¢ = 180° —45°
¢ =135°

En consecuencia, €l d4ngulo que se busca es igual a 135°,
2 @+ ;Cudl es 1a medida de los dngulos interiores del tridngulo determinado por los puntos A(- 2, 1), B3, 4) y 5, — 2)7
Solucién

Se grafica el tridngulo en el plano cartesiano y se ubican para cada dngulo las pen- - i B
dientes inicial y la final.

Para el dngulo A: my = m i m, =m,, "l'(i/(\
Para el dngulo B: m, = mz; m, = My, ‘\Q :t
Para el dngulo C: my=myim,=m,

Se obtienen las pendientes de los lados del triingulo;
4-1 3 2-4 -6 -2-1 3
3-(2) 5 =g 3= =2 me=S@) 7
Se aplica la férmula para cada uno de los dngulos, tomando como referencia las pendientes inicial y final.

E_[_E] 3,3 20415 36

Mg =

1+ m,m, 1,{_3: (__3_ -2 35-9 26 (35)(26) 26 13
Suk T 35 35 35
_3_§ _3_5 -15-3 _18
PR W M e el I
1+ mym, a2 i % = R 5)—4 -4 2
I 3](5J 5 5 5
3 3 =3+21 18
ey ——4+13 i
O i B - 15
1+ pym, 2 142 + 6 (7)(16) 16 8
1+ ]( 3) A= = =

Finalmente, los dngulos son;

A= are tan (%] =54"9" 47 B = are tan (g] =T7° 28'16"

C= arc 1an (%J:dﬁ“il'&g”

Para comprobar los resultados se suman los dngulos interiores y el resultado debe ser 180°
A+B+C=180° 54° 9" 44 + T7° 28" 16" + 48° 21" 59" = 180°
180° = 180°
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3 ®+-;Cuil es la pendiente de la recta que forma un éngulo de 45°, con la recta que pasa por los puntos de coordenadas

A2, - 1) y B(5, 3)?
Solucién

Existen dos rectas que forman un Angulo de 45° con la recta €, por consiguiente, se tienen 2 casos;

1. La pendiente £es inicial ¥
2, La pendiente €£es final

X
&
&
Se obtiene la pendiente £ que pasa por los puntos A y B:
3-(-1) 4
G NTET
Cuando la pendiente £ es inicial, se debe de encontrar m,, entonces:
i 4 3m,— 4
m:‘m; o
fan 8= ———— = tan 45° = = 1= —3
L+ m I+ 4 - 3+4m,
CY 3
L 3m,—4
T 3+4m,
3+4m,=3m,—4
4m, -3m,=-4-3
my=—7
Cuando la pendiente € es final, se debe de encontrar m), por consiguiente:
4 st 4-3m,
i L
fan §=2" 5 gar=-3 o 5 1=3
1+ml% e i 3+4mi
1 3 3
e 4-=3m,
T 344m,
3+4m, =4-3m,

Finalmente, las pendientes son; —7 y %

dm, +3m, =4-3

L
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Pendiente de una recta

EJERCICIO 11

10,
11,

12,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

1.
2,

1 4
Determina la medida del dngulo agudo que forman las rectas con pendientes Ey— 5

{Cuél es la medida de cada uno de los dngulos interiores del tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(- 2, 2),
B(l, - 1)y €0, - 4)?

3, Determina los dngulos interiores del tridingulo, cuyos vértices son los puntos A(—4, 1) B(2, 3)y C(1, — 4).
4, Demuestra que los puntos A(—2, 1), B(3, 5) y C(7, 0), sonlos vértices de un tridngulo isdsceles y encuentra la medida

de sus dngulos interiores,

Comprueba que los puntos A(3, 1), B(7, 3) y C(5, 2), son vértices de un tridngulo rectingulo y encuenira la medida
de sus dngulos agudos.

Encuentra la medida del dngulo obtuso del paralelogramo cuyos vértices son los puntos A(—4, 1), B(-2, 4), C(5, 5} y
D(3, 2).

¢Cuilles son las medidas de los dngulos interiores del paralelogramo, cuyos vértices son los puntos A(1, 3}, B(2, 6),
C(7, 8)y D(6, 51

Comprueba que los puntos A(— 2, — 1), B(—4, 3), C(3, 5) y D(5, 1) son los vértices de un paralelogramo y determina
Ia medida del dngulo obtuso que forman sus diagonales,

Al cortarse dos rectas forman un dngulo de 1507 si la recta final tiene pendiente % calcula la pendiente de la
recta inicial.

Al cortarse dos rectas forman un dngulo de 45°, Ia recta inicial pasa por los puntos A(- 1, 3) y B(— 4, 5) yla recta
final pasa por el punto C(3, 2) y por el punto D, cuya ordenada es 3. Determina el valor de la abscisa de D.

{Cudl es la pendiente de la recta que forma un dngulo de 135°, conla recta que pasa por los puntos de coordenadas
A(-3,5)y B(O, 1)?

Las pendientes de dos rectas son 1 y—2—+/3, respectivamente. Encuentra las pendientes de las bisectrices de los
dngulos que forman (existen dos soluciones),
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LINEA RECTA
EN MICROECONOMIA
ﬁ Py
- \
—~d Iy :: ! Curvas de demanda lineal

T ‘: B N 2+ p-100=0 as ecuaciones lineales proporcionan
g i representaciones razonablemente pre-

— S L cisas de la demanda en un intervalo
S

*@ | limitodo.

En general, los ecuaciones de demanda li-
Gréfica de la curva de demanda  necles se utilizan para mayor simplicidad y
claridad dl ilustrar cierto tipo de andlisis.

la ecuacién de la recka indica situaciones que se presentan al realizar un
andlisis:

Por ejemplo:

Cuando el precio es de 80 unidades monefarias (u.m.) se venden 10 relo-

jes y se venden 20 cuando el precio es de 60 u.m. 3Cudl es la ecuacion
de la demandc?

Datos Formula
g,=10, p, = 80 p-p=ELg-q|
g, =20, p, =60
Al sustituir los datos se obtiene la ecuacion:
2g+p-100=0

Este ejemplo indica que mientras la cantidad de demanda aumenta el pre-
cio disminuye.
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Definicién

La linea recta es el lugar geométrico de los puntos del plano, de los cuales al tomar dos cualesquiera, el valor de la
pendiente m siempre es constante,

Ecuaciones de la recta

Para determinar la ecuacidn de una recta en funcién de las condiciones dadas, se emplean las siguientes ecuaciones,
segiin corresponda,

Ecuacién general
Es aquella que se expresa de la siguiente manera;
Ar+ By+C=0
Donde: A, By C son constantes,
Fcuacién punto — pendiente
Dado el punto P (x,, ;) de la recta de pendiente m, su ecuacion es:
Y=y =mx-xy)

Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos
Dados los puntos P,(x,, v,) y P,(x, ¥,) de la recta, suecuacitn es:

RSN 3, Gl J T, O
Y= xz_x:(x x)
EJEMPLOS .
] @+« ;Cuil es la ecuacién de la recta que pasa por el punto P,(2, 4) y tiene pendiente 37
E_ 3 Solucién
i Se sustituyen los valores de x, =2, y, =4 y m =3 enla ecuaci6n:
Yi
-y, =mix—x)
y=-n 1 P24
y-4=3x-2)

y—4=3x—6
—3x+y-4+6=0
~3x+y+2=0 /Sx-y-2=ﬂ

3x-y-2=0 /-

Por consiguiente, la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2, 4) y tiene pendiente 3, es: 3x -y -2 =0,

A
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linea recta

2 @e.;Cul es la ecuaci6n de la recta que es perpendicular al eje X y que se encuentra a 5 unidades a la derecha del eje
vertical?
Solucién
Las rectas perpendiculares al eje X tienen ecuacitn de la forma x = x,, donde x, es la abscisa del punto de interseccién
de la recta con el eje horizontal,

La recta se encuentra a 5 unidades a la derecha del eje vertical, entonces sus puntos tienen coordenadas (5, y ), y al
sustituir el valor de la abscisa en la ecuacidn se obtiene;

3 ®+-Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P(-1,2)yP2,-5)

Solucién

Los valores de las abscisas y ordenadas se sustituyen en la ecuacion;

XEN= u(x_xl} Y
FmH Tx+3y+1=0

-5-2
2-(-1)

y—2= (x—(-1)

L

7
—2==— 1
y 3£x+}

y-D=-Tx+1)

3y—6=—Tx-7

Tx+3y-6+7=0

Tx+3y+1=0

En consecuencia, la ecuacion de larectaes: Tx+ 3y+1=0,
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GECMETRIA ANALTICA
4 ®+ Una recta pasa por los puntos A(- 2, 3) y B(- 2, — 1), Encuentra su ecuacién, 4
x+2=0
Solucién
i . o | ¥ S : . A1
Al sustituir en la férmula y s x(x x,) . se determina que:
e
o e | >
-3= —(=2
y 23 w2 B X

y-3= --3- (x+2)

La pendiente de la recta es de la forma % (no esté definido), por consiguiente,
es perpendicular al eje X y su ecuacion es de la forma;

x=x
Por tanto, su ecuacidn es:
x=-2
x+2=0

Es decir, la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay Bes: x+2=0,
S ®#: Determina los vértices del trifingulo, cuyos lados estdn dados por las ecuaciones de las rectas;

I+ Ty-13=0;x-y-1=0;Tx +3y+23=0
Solucién

Se combinan las rectas para formar tres sistemas de ecuaciones, los cuales se resuelven por cualquiera de los métodos
conocidos:

Sistema de ecuaciones para el

wrtice A:
3x+7y-13=0
x-y-1=0
Punto de interseccidn: A2, 1) Tx+3y+23=0 ¥
Sistema de ecuaciones para el 3+ Ty-13=0
vértice B:
x—-y-1=0
Tx+3y+23=0

Punto de interseccion: B(—2, —3)

Sistema de ecuaciones para el
vértice C:

3x+T7y-13=0
71+3}'+23=U

Punto de interseccitn: C(—5, 4)
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linea recta

& ®a.5ise compran 20 pantalones el precio unitario de la prenda es de $300, pero si se compran 50, entonces el costo de
cada pantaldn es de $280, encuentra la ecuacion de la demanda,

Solucién
Considerando:
x = mimero de pantalones y = precio por pantalén
Se forman los siguientes pares coordenados;
(20, 300) y (50, 280)
Se aplica la ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos y se obtiene;

280-300

=300=
* 50-20

(x=20) — y—3m=—-2-q(x—2t])
30
2
y=300= ‘g(x‘m]
Al transformar esta (ltima ecuaciéna su forma general, obtiene la ecuacitn de la demanda;

2x+3y-940=0

/ ®4-Un resorte se deforma 2 centimetros bajo la accién de una fuerza de 15 newtons, si la fuerza se incrementa a 25
1
newtons, entonces se deforma 35 de centimetro, ;cudl es la ecuacidn que representa la deformacidn que sufre el

msorte en funcidn de la fuerza?
Solucién
Considere:
x = fuerza que actia sobre el resorte y = deformacitn

Se forma entonces la siguiente pareja de puntos:

(15.2) y [ﬁ 3%]

Se aplica la ecuacidn de 1a recta que pasa por dos puntos y al convertir a su forma general se obtiene:

=
-15 -2= =15 -2==(x-15
(-15) & o223 (e15) o y-2=3(e15)

—2=
A T T

2
y—2=E{x—15]

15(y - 2) = 2(x — 15)

15}'—30:2;—3(]

0=2x—15y

Por consiguiente, la ecuacitn general de la deformacidn del resorte es: 2vr— 15y =0,
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EJERCICIO 14

. Encuentra las ecuaciones generales de las rectas que satisfacen las siguientes condiciones:

L
2,

3

10,

1,

13,
14,
15,
16,
17,
I8,
19,

21,

2
Pasa por (=3, 4 ym = e 6. Pasapor (0, 2)y(-3,-2)
Pasa por (0, H ym =2 7. Pasapor(3,-1)y(3.4)

21 35 1 3
P ¥
Paapor [~ 1 | ym=-1 9. Pasapor (0 Dy |2, -1

apor|=o. g |ym=- . Pasapor (0 Dy | 7.

Pasapor (-2, )y (3, 4)

Encuentra la ecuacidn general de la recta que pasa por A(— 1, 3) y tiene pendiente —g.

Una recta pasa por (— 1, 4) y desciende tres unidades por cada dos unidades que incrementa x, ; Cudl es su ecuacion general?
Obtén la ecuacion general de la recta, cuya interseccién con el gje X es 3 y su inclinacion es de 120°,

Determina la ecuacitn general de la recta que pasa por el punto A(6, — 2) y tiene un dngulo de inclinacidn de 135°,
Encuenira la ecuacion de la recta que es perpendicular al eje X y estd a tres unidades a la derecha del eje vertical,
Encuentra la ecuacion de la recta que es paralela al eje ¥y estd cuatro unidades a la izquierda del eje horizontal,
Los segmentos que una recta determina sobre los ejes Xy ¥, son 4 y — 6, respectivamente, Detenmina su ecuacion general,
Encuentra la ecuacion general de la recta que pasa por el punto A(2, — 1) y determina sobre el eje X el segmento — 2.
Los vértices de un cuadrildtero son A(0, 0), B— 1, 2), C(3, 5) y D(5, 0). Obtén las ecuaciones generales de sus lados,
(Cuil es la ecuacitn general de la recta, cuya pendiente es — 2 y su interseccion con el eje Yes 47

Una recta pasa por el punto A(7, 8) yes paralela a la recta que pasa por los puntos C(— 2, 2) y D(3, — 4), Determina
su ecuacion general,

Demuestra que los puntos A(— 1, 2), B(2, 4) y €(5, 6) son colineales, mediante la ecuacién de 1a recta que pasa por
dos de estos puntos,

Con base al tridngulo cuyos vértices son los puntos A (1, 2), B3, - 1)y O-4, - 5), realiza los ejercicios 22 al 27:

SRREBRRB

Obtén las ecuaciones generales de las rectas que pasan por los vértices y son pamlelas a los lados opuestos,
Encuentra la ecuacién general de la recta que pasa por el punto medio de A con By es perpendicular al mismo lado.
Determina la ecuacién general de la recta que pasa por el punto medio del BC y por el vértice A.
Obtén la ecuacién general de la recta que pasa por el vértice C y es perpendicular al lado AB,

(Cudles son las ecuaciones generales de las rectas que pasan por el vértice By trisecanal AC ?

Mediante las ecuaciones de linea recta, encuentra las coordenadas de los vértices del tridngulo, cuyos puntos medios
son los puntos A, By C.

. Las ecuaciones de los lados de un tridngulo son:

x-3y+3=0;2c+Ty+6=0;dr +y—-14=0
Determina las coordenadas de los vértices,

. Las ecuaciones de los lados de un paralelogramo son:

x-dy+11=02x+y+4=0x—dy-T=0;2x+y—-14=0
Determina las coordenadas de sus vértices.

. Un automévil se mueve con velocidad constante y recorre 60 km en media hora, si ese mismo automdvil recorre 150 km en

una hora con 15 minutos, encuentra la ecuacion que relaciona la distancia y en kilémetros recorrida por el automévil,
en términos del tiempo xen horas,
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31. La velocidad de una particula en un tiempo de 2 segundos es de 5 metros por segundo y para un tiempo de 8 segun-
. dos se mueve a razon de 14 metros por segundo, Determina la ecuacién que relaciona la velocidad de la particula en
. funcién del tiempo,
32, Si el duefio de una papeleria le compra a un proveedor 100 libretas, éste le da un precio de $12.50 cada una, pero si
ke compra 120, entonces el precio de cada libreta disminuye en ¢50, escribe la ecuacién de la demanda,
33, Una empresa desea realizar una campafia publicitaria de un nuevo producto, para esto visita un taller de impresi6n y
les informan que el costo de producir 15 millares de folletos publicitarios tienen un costo de $3 000, pero si desean 20
millares, el costo es de $3 600, obtén la ecuacitn de la recta que representa esta situacicn, (Considera x = nimero
de millares; y = costo),
34, Una temperatura de 20°C equivale a 68°F, y 50°C equivalena 122°F, determina la ecuacidn que relaciona la tempe-
mtura T en grados Celsius con la temperatura T-en grados Fahrenheit.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente. « o o o o v v v v oo nn

Formas de la ecuacién de una recta

Conocidas las condiciones que determinan una recta o su ecuacion, éstas se expresan de las siguientes formas;

Ecuacién de la recta en su forma pendiente-ordenada al origen {forma ordinaria o reducidal)

Una vez que se conoce la pendiente de una recta y su ordenada al origen (interseccitn con el eje ¥), se determina la
siguiente ecuacion:
y=mx+b ¥

b: ordenada al origen (0, &)

Esta forma de la ecuacidn de la recta, también se conoce b
como forma simplificada o reducida.

Donde, m: pendiente \
9

/
H"F

EJEMPLOS
1 @+ Encuentra la ecuacién de la recta, cuya intersecci6n con el eje Yes 4 y su pendiente — 3, ¥4
€ Solucién
"E- Los datos son: m = -3 y b=4, al sustituir se obtiene; \
y=mx+b
y=-3x+4
3x+y-4=0

0.4

\ X

2 ®e-Determina la ecuacion general de la recta que tiene pendiente L y su interseccién con el eje Yes el punto (0, - 5).
2

Finalmente, la ecuacién es: 3x+y —4=0,

Solucién
Los datos son: m = % y b =—35, al sustituir en la ecuacidn ordinaria, se obtiene;
y=%x—5 Al multiplicar por 2 para eliminar ¢l denominador.
y=x-10 Al igualar a cero la ecuacion, resulta: x — 2y —10=0,
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Transformacién de la ecuacién general a la forma ordinaria

Para transformar Ax + By + C =0, a la forma y =mx + b, se procede de la siguiente manera;
Se despeja la variable y de:

Ax+By+C=U
By=-Ar—C
__AC
Y="8" "B

Esta ecuacidn es de la forma pendiente—ordenada al origen,
Si se compara con la ecuacién y = sy + b se obtienen los valores de m y b, en términos de los coeficientes de la

ecuacitn general:
A C
m——Eyb——E
EJEMPLOS
.g_ 1 ®@e#-;Cuiles la pendiente y la interseccitn con el eje ¥ de la recta 4x — S5y + 12=07
i§' ' Solucién
Despejando la variable y;
4r—-5y+12=0 — —Sy=—dx-12
=57 -5
_4..13
=SS

Por consiguiente, la ecuacion en su forma pendiente—ordenada al origen es:

-
AT

De esta ecuacitn se determina la pendiente y el punto de interseccion con el eje ¥:

4 12
==vyl|o=
" S”( 5)

2 ®e-Transforma a la forma simplificada la siguiente ecuacién; 3x + 5y —7=0,

Solucién
Se determinan los valores de A, By C como sigue:

A=3B=5yC=-7

Se sustituyen en y = —% —% . para obtener la forma simplificada;
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3 ®@e-Emplea la forma ordinaria de la ecuacién de la recta y grafica la
siguiente recta;
x 43y -9=0

lucié
Solucion 2x43y-9 =0
Se transforma la ecuacién propuesta a su forma ordinaria;

2x+3y-9=0 i >
3y=—2x+9
2
y=—§x+3

Se obtiene:

La ordenada al origen es b =3, significa que la recta corta al eje ¥ 3 unidades por encima del origen,

La pendiente m = =3’ significa que y disminuye 2 unidades y x aumenta tres,

A ®+-Grafica la recta de la ecuacién 2y -5 =0, 4
Solucién 5|
Se expresa la ecuacién como: 24T
Ox+2y—5=0 "4|
* 2
Se despeja yde la ecnacitn y se obtiene: i
PR 0 —+— >

5
H valorde b=~
2 0

La pendiente es cero pero se expresa de manera equivalente como m = 3 para poder graficar,

5 ®+-Determina la ecuacién general de la recta que pasa por el punto A(=5, 3) y es perpendicular a la recta 3x + 2y—6 =0,

Solucién

La ecuacitn 3x + 2y — 6 = O se expresa en su forma pendiente—ordenada al origen;

3
3 y=—5x+3
La pendiente de esta recta es: m=—5 i

La recta perpendicular a ella que pasa por el punto (-5, 3) cumple la condicidn; m - m' = -1

3 2(-1) 2
—— ’=—1 o ’=_=—
Zm pom 4
Se sustituyen las coordenadas del punto y la pendiente m’ en la ecuacidn:
y-y=m'x—x) :
2
y=3=3(x~(-5))
Hy-3=2Ax+5)
3y-9=2x+10
—2x+3y—9—1(]=(]
2x+3y-19=0
Finalmente, la ecuacion de la recta es:

ya X-3y+19=0

263y +19=0

55




5 CaruLO

(GEOMETRIA AMALTICA

6 ®+Um recta pasa por el punto (2, 3) y es paralela ala recta x — 2y = 0, jcudl es su ecuacidn general?
Solucién
Se expresa la ecuacin x — 2y = 0 en su forma pendiente ordenada al origen:
I
y=3*

La pendiente de esta recta es m=%, como la recta que se busca es paralela, entonces tiene la misma pendiente:
1
m=m= >
Se sustituye el punto y la pendiente en la ecuacitn y se expresa en su forma general, obteniendo como resultado:

y—3=%{x—2] — x-2y+4=0

7 ®¢:Paralas rectas x + 4y — 4 = 0y 2x — 3y + 6 = 0, determina la medida del dngulo agudo que forman,
Solucién
Se expresan las rectas en su forma ordinaria para obtener sus respectivas pendientes:

claey oy . R agei oy B
Fmrrgh B Frak M q

Se sustituyen los valores de las pendientes en la formula de dngulo entre dos rectas;

m,—m
8=arc :an[#]=am fan

11
=arc !an[— =47°43'34"
1+m,m, 10

Por tanto, el dngulo agudo que forman dichas rectas es de 47° 43'34",

8 ®+:Un cuerpo tiene una velocidad de 4 metros por segundo, después de 6 segundos, su velocidad es de 12 metros por se-
gundo. Expresa la velocidad de dicho cuerpo en funcién del tiempo, obtén su velocidad para un tiempo de 9 segundos
y traza la gréifica.
Solucién
Este problema relaciona a la velocidad v con el tiempo 1, por tanto, los pares ordenados son de la forma: (1, v).

Por consiguiente, los pares ordenados son: (0, 4} y (6, 12),
Se aplica la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos y se despeja v:

= 12-4
v—v,=u(r—r,] — v—4 =
1,=1, 6-0

(r-0) > v= i:+4
3
Se obtiene que m=% y b =4, la pendiente de la recta representa la aceleracitn del cuerpo y la ordenada al origen
su velocidad inicial,
La velocidad del cuerpo en r =9 s, se obtiene al sustituir este valor en la ecuacion;
v=%r+4 - v=§(9]+4

4L
&
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La representacién grifica del problema es: 5 i
V=§f+4
41
4 [
0 1

Por tanto, para 9 segundos, la velocidad del cuerpo es de lﬁ%f

@ @ Cierta empresa se dedica a fabricar bolsas de pléstico, el costo de fabricacién de x nimero de ellas es de C = 4x + 3 200.
Los ingresos por la venta de las bolsas fabricadas estdn dados por 1a ecuacién [ = 12x,
a) ;Cuil es el costo de produccitn de 1 500 bolsas?
b) Si se fabrican 1 000 bolsas, ;de cuédnto es la utilidad?
¢) ¢ Cudintas bolsas se deben fabricar para que la utilidad sea nula?
d) Construye la grifica que muestre la ecuacion de costos e ingresos.

Solucién
a) Se sustituye el valor de x = 1 500 en la ecuacién de costos;
C = 4x + 3200 C = 4(1 500) + 3 200
= 6000 + 3 200
= 9200

por consiguiente, producir 1 500 bolsas tiene un costo de $9 200.
b) La ecnacién de utilidad resulta de la diferencia de la ecuacion de ingresos y costos,
U=1-C U =12x — (4x + 3 200) U=8x-3200
Para x = 1 000 se obtiene;
U= 8(1000) —3 200
=8000-3 200
=4 800
Finalmente, la utilidad que genera la venta de 1 000 bolsas es de $4 800,
¢) El mimero de bolsas que deben fabricarse y venderse para que la utilidad sea nula es:

U=8-3200 0=8-3200 —Br=-3200
_=3200

-8

x =400

Para que la utilidad sea nula se deben fabricar y vender 400 bolsas.
d) La representacion grifica es:

I=12¢ C=4x+ 3200
A

(400, 4 800)

sk 4
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Ecuacién de la recta en su forma simétrica

Una recta cuyas intersecciones con los gjes Xy Ysonay bcona=0yb = 0se
representa por:

£+2=1
b

Donde:
a: abscisa al origen
(Representa la interseccitn con el eje X)
b: ordenada al origen
(Representa la interseccién con el eje Y)

PLOS
@+ Encuentra la ecuacitn general de la recta, cuyas intersecciones con los ejes son los puntos A(2, 0) y B0, - 3).
Solucién
En este caso a =2y b= -3, entonces al sustituir en la forma simétrica, se obtiene: Y
.x_.+ 1 =1
a b
£+l=1
2 3 Se multiplica por 6 Ia d .
6[Z:2 o1 ecuacitn para eliminar X
2 -3 los denominadores
3x-2=6 ?
3x-2y-6=0

Por tanto, la ecuacion general de la recta es: 3x —2y—-6=0,

2 ®o:Determina la ecuacién general de la recta, cuyas intersecciones con los ejes son los puntos (- 1, 0) y (0, 5).

Solucién
Eneste caso, a=—1y b= 15, entonces:

~+z§—1—> --+2—1 Se multiplica por 5 ambos miembros
a

—5x+ y=>5 Se acomodan los términos
S5x-y+5=0

Por consiguiente, la ecuacion general de larectaes: Sx—y+5=0,

Transformacién de lo ecuacién general a la forma simétrica
; X i g
Para transformar la ecuacién Ax + By + C=0ala forma c_:+§= 1, se realizan los siguientes pasos:

Ax+By+C=0
Ax + By=—C El término independiente se pasa al segundo miembro.
A; %-—C Se divide la expresitn por el término independiente.
5 i I
_£+_£—1 Se obtiene que a= A)rb— 7
A B
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EJEMPLOS
8 ] @= Transforma a la forma simétrica y determina las intersecciones con los ejes de la recta:
°a
i x+3y-6=0
Es Solucién

La ecuacidn esti en la forma general, al comparar con Ax+ By + C= 0, se obtienen los valores de A, B y C, éstos son;
A=2,B=3yC=-6
Para encontrar las intersecciones se sustituye en;:

Entonces,

En consecuencia, la ecuacion en su forma simétrica es: §+ §= 1.
Las intersecciones con los ejes son:

conel eje X el punto: P(3, 0) con el eje ¥el punio: 00, 2)
Al graficar y unir estos puntos en el plano cartesiano, se obtiene la gréfica de 1a ecuacién 2x + 3y -6 =10,
¥
x4+ 3y-6=0
0

PPN W
2 ®e-Una recta pasa por los puntos (2, 5) y (— 1, 4), Expresa su forma simétrica,
Solucién
Primero se sustituyen los puntos en la ecuacitn para encontrar la ecuacion general;
- 4-5
ymp=2"N(xx) S y-5= (x-2)
x 2

y-5=%{x-2]
3y-5)=1(x-2)
3y—15=x-2
—x+2+43y-15=0
—x+3y-13=0
x-3y+13=0

Xz

Esta ecuacidn se encuentm en su forma general y los valores de A, By C, son:
A:l,B:—S)‘C:lS
i s C C i
Al sustituir ena = % ¥ b=—E,scdetermimquc:

=13 =13 13
=—==]3 = =—
=7 yb=735=3

Finalmente, la ecuacion de la recta en la forma simétrica es:

E g
_13+ 13 4
3
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3 @« Transforma la ecuacidn geneml de la recta 2x + 5y — 12 = 0 a su forma simétrica,
Solucién
2xx+5y-12=0 —» 2x+5y=12
2x Sy_12

e 1

(o]
1
+
L
't
1l
—

o | MI|E|’“‘\*|
+

|G M|E|u|
n

Forma simétrica;

EJERCICIO 15

Transforma a la forma ordinaria y simétrica las siguientes ecuaciones:
. x+y-4=0 6, —3x+4y=—12
2, 2x-5y+5=0 7. 3x+5y-10=0
3 x=-3y+8=0 8. -il;x+3y+5=(]
. P |

4 -y=0 9 ——x+—y=4

¥ 5 3}’
5, x+8y=4 10, xcos @+ ysenw-p=10

Grafica las siguientes ecuaciones:

1. y=-3x+1 4. y=3 17. x-y=0
12, y=2x-3 15. dx-y-2=0 18, §x+3y—6=u
13, y=—§x+1 16, x+3y-5=0

19, Determina la ecuacitn de la recta, cuya ordenada al origen es — 5 y su inclinacidn es de 135,

20, Una recta de pendiente 2 pasa por el punto A(— 1,2), Expresa su ecuacién en la forma ordinaria,

21, ;Cuil es la ecuacitn de la recta que pasa por el punto A(6, —7) y tiene pendiente —3 en su forma ordinaria?
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(1, 2} y B(—5, 3) en su forma ordinaria.

. Una recta tiene intersecciones con los ejes en los puntos A(- 1, 0) y B(0, 5). Obtén su ecuacién en su forma ordinaria.
Una recta pasa por el punto (— 1, 5) y es paralela a la recta con ecuacitn 5x —3y+ 7 = 0. ; Cuél es su ecuacitn?

RRERBEB

. Determina la ecuacidn general de la recta que pasa por el punto (2, 7) y es perpendicular a la recta con ecuacién
x—dy+7=0,
Obtén la ecuacitn general de la recta que pasa por el punto A(2, 3) yes paralelaalarectax—y+2=0,

27. Cuél es la ecuacién de la recta perpendicular que pasa por el punto medio de las intersecciones con los ejes de la
'cta 2x— 3y + 6=07

28, Determina la ecuacitn general de la recta perpendicular a la recta 2x + 3y —7 = 0 y pasa por la interseccién de las
ectasx+y-T=0y2xr-3y+1=0.

B
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32,

1

39,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones corraspondiente a

31,

linea recta

. Encuentra la medida del dngulo obtuso formado por las rectas:

x+3y-6=0y2y—3=0

. Los lados de un triingulo estin formados por las rectas:

x—6y+ 15=0;5x+2y—21=0;x+2y—1=0
{Cudl es la medida de sus dngulos interiores?
La posicién de una particula estd dada por la expresion;

3
y=73*-2

Donde x e yestin dados en metros, jcudl es su posicién cuando x = 20 m?
Un fabricante de pantalones tiene gastos fijos de $30 000 mensuales y por cada pantalén elaborado invierte $50 mds.
a) ;Cuil es la ecuacion de gastos del fabricante?
b) ;Cufinto invierte en la produccién de 800 pantalones?
(Considera x = mimero de pantalones fabricados, y= gasto total)

ParaunﬁmnpudeSsegmﬂns,uncucrpupmeeumvducichddeS% . ¥ para 8 segundos su velocidad es de 15%.

a) ;Cuil es suacelemcitn?
by ;Qué velocidad tendrd para un tiempo de 12 segundos?

. Un restaurante debe invertir diariamente $6 000 en gastos fijos, més $30 por cada comida servida, si todos los platillos

servidos tienen un precio al piiblico de $80, obtén:

a) La funcitn de costo total del restaurante por dia.

b) ;Cudl es la utilidad obtenida, si vende en un dia 140 platillos?
¢) Sisolo vende 90 platillos, jobtiene ganancias?

d) ;Cudntos platillos debe vender para que no exista utilidad?

. Representa la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A 3, — 2} y tiene un 4ngulo de inclinacién de 45° en su forma

simétrica.

1
. Una recta tiene pendiente 3 ysu interseccion con el eje Yes — 4. Representa su ecuacion en la forma simétrica.
37.
38,

Una recta pasa por los puntos A(— 3, 1) y B(2, — 2). Encuentra su ecuacidn en la forma simétrica.

Obtén la ecuacitn de la recta en su forma simétrica si pasa por la interseccidn conel eje Ydelarectax+ 2y —-7=0
yes perpendicular a la misma.

Determina la ecuaci6n de la recta en su forma simétrica si pasa por la interseccin de las rectas, 2x +y-5=0y
3x—4y—2=0,y es paralela a la recta que pasa por los puntos (-1, 1) y (3, 6).

Familia de rectas
Se denomina familia de rectas al conjunto de rectas que satisfacen una condicién geométrica; se clasifican en:

Rectas poralelas
Satisfacen la condicién y = mx + b, donde bes el pardmetro, Este tipo de rectas tienen la misma pendiente,
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Ejemplo

Representa grificamente la familia de rectas,y = 2x+ b,conb=-2,0, 2,

Solucién

Se sustituyen los valores del pardmetro b en la ecuacitn y se obtienen las siguientes rectas:
y=2t-2,y=2x,y=2x+2

Cuya representaci6n gréfica es: y=2c+2
Ya

y=2x

y=2x-2

"*
b

Rectas concurrentes
Satisfacen la condicitn y = mx + b, donde m es el pardmetro; esto es, las rectas coinciden en la interseccidn con el gje ¥,

Ejemplo
Representa grificamente la familia de rectas, y =mx+ 3, conm=-2,0, 2,

Solucién

Se sustituyen los valores de m y se obtienen las siguientes ecuaciones:
y=—-2x+3,y=3,y=2x+3

Cuya representacin grifica es: - Y

}'=_—2x+3
J,I=ZX+3
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EJERCICIO 16
Representa gréficamente las siguientes familias de rectas:
1 —lx+b 4 = mx 2! T y=-2x+b 10, y= ﬂx+1!a
- ¥Y=3 - ¥= 3 ¢ ¥E~ IR
4
2, y=mx + 1 5. y=x+b 8. y=mx+§
2
3. y=—§x+b 6. y=mx 9 y=mx-1

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Ecuacion de la recta en su forma normal

Sea OP, un segmento perpendicular a la recta Ax + By + C = 0 de longitud p, y @ el dngulo determinado por el
segmento y el eje X,
De la figura se obtiene:

SR @ = ::;—' —y, =psen®

ks
cos m= L — X, =pcos @
P

¥ _psen@ _ sen@
X, pcos@ cos@

) IR . Py(x, »)

0 X \ %

Entonces, las coordenadas de P, son (p cos @ p sen @) y la pendiente, de la recta:
Ax+By+C=0es:

cos @
H=
sen @
Al sustituir P, y m en la ecuacitn de la recta punto pendiente se obtiene la ecuacion de la recta en su forma normal;
cos @
y=y =m(x-x) - y—p sen @ = “nm(x—p cos )

y sen @ —p sen” ® == cos O+ p cos” @
Xcos @+y sen ®—p sen” @—p cos” @=0

X COS @+ Sen m-p(sen’ 0+ cos” m]=0
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Pero sen’w + cos’m = 1, entonces:
xcos @+ysen @-p=10

Se concluye que una recta en su forma general Ax + By + C = {, se puede expresar en su forma normal como;
xcos @+ysen w—p=0
Donde:
p: longitud del segmento OP, y e 4ngulo de inclinacién del segmento de recta que parte del origen, perpendicular
ala recta normal,

Transtormacién de lo ecuacién general a la forma normal

Sean Ax + By + C =0y x cos @+ y sen @ - p = (, 1as ecuaciones de una misma recta en su forma general y normal,
respectivamente, entonces los coeficientes de ambas ecuaciones son iguales o proporcionales, por tanto;

Entonces, K es la constante de proporcionalidad y en estas condiciones:
cos @=KA senw=KB p=KC

Al elevar al cuadrado y sumar las dos primeras igualdades se determina que:

cort W+ se w=K2 A%+ K2 B2 = K¥(A%+ BY)

1=KXA2+ BY
1
A+ B
P
A+ B2

Conr= ixf,? +B (radical}.

Los valores de cos @, sen @ y p estin dados por;
- yp=——
+JA® + B A +B°

COS ) = ———— senaQ)
A+ B
Por consiguiente, la forma normal de Ax + By + C = Oes:

= X+ = ¥+ = =0
A2+ B A+ BT AN+ B

Los signos de r (radical) se consideran de la siguiente manera:

Si C = 0, entonces el radical tendrd signo opuesto al de C,
Si C = 0, el signo del radical se considerard igual al de B.
Si C = B =0, el signo del radical tendré igual signo que A,
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JEMP!
1

@+ Reduce a la forma normal la siguiente ecuacion de la recta ﬁx+y—9=(] y determina el valor de p y del dngulo @,

Solucién
La forma normal de Ax + By + C=0es:

A B c
x + 7 y+ =
+/A+B T £ [A+B T 1 [A+B

Se obtienen los coeficientes de la recta:

A=J3,B=1yC=-9
Luego, con los valores de A y B se obtiene el radical (A” + B

JAT+ B =J3+1=J4 =2

Como C es negativa, entonces JA*+B* se toma con signo positivo, por consiguiente, la ecuacitn en su forma nor-
mal es;

De aqui se obtiene:
msm-ﬁ sen W= — 2
BET ki

Como sen @y cos @ son ambos positivos; @estd en el primer cuadrante, entonces los valores de p y @estin deter-
minados por;

9
=i =30°
B=g al
Gréficamente se representa como:
Y
\Ex+y—9=l:]
P &
[
0 \ X

Donde: p = % y ®=30° y la ecuacidn en su forma normal es:
V3 1.9

2 772772
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2 @+#-Reduce a la forma normal la siguiente ecuacitn de la recta 3x —4y— 6 = 0 y encuentra el valor de p y @.

Solucién
Con el valor de los coeficientes A =3, B=—4 y C=— 6, se obtiene el radical;

JAT+ B = [(3) +(4) =J9+16=25=5
Debido a que Ces negativo, entonces /A" +B” es positivo, por tanto, la ecuacién normal se expresa de la siguiente

forma;

3.4 6 o
5 5}'5

De esta ecuacidn se determina que:

LA o

cos W= 2 sen W= = -
i e
Luego, para obiener el ingulo se despeja w de cualquiera de las dos funciones trigonométricas;

sen w= s —:»m-arcsen[ 4]
s X 5
w=arc sen (—0.8)=-537
Como cos @es positivo y sen @es negativo, @ estd en el cuarto cuadrante, por tanto;

@ = 360° — 53° 07
= 306° 53’
Grdfica:

0
2
Y

6
Donde: p = 3 y @ =306° 53’ y 1a ecuacién en su forma normal es;

3x 3o B
55757757
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EJERCICIO 17

Expresa en suforma normal las siguientes rectas:
1. Zx+3y-5=0 3, 5x+3y=0 5, 1Zx +5y=-13
2, x-y+5=0 4. x-3y+7=0 6. Sx+2y-1=0
Determina la ecuacién de la recta en suforma normal si se conoce wy p.
7. w=30°yp=4 10, o=120°yp=1 13, w=225°yp= 32
B, w=45°yp=12 11, @=180°yp=1/3 14, @=300°yp= 43

9, w=60°yp=3 12, @=150°yp=5

15. Una recta es tangente a un circulo con centro en el origen y radio 2. Si el punto de tangencia es (1.—3), jcudlesla
ecuacitn de la recta en su forma normal?

16, ;Cudl es la ecuacién de la recta en forma normal, que pasa por el punto A(1,2) y es paralela ala recta 2+ 5y— 10=07?
17. Expresa la ecuacién de la recta 3x + ky+ 7 = 0 en su forma normal, cuando pasa por el punto (—3, 2),
18. Encuentrala medida de los dngulos formados por las rectas con ecuaciones:

Xxcos 330°+ y 5en 330° - 1=0

xcos210°+ ygen210°-2=0

12
19, Determina la ecuacién de la recta, cuya distancia al origen es it pasa por el punto A(D, — 3),

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

Distancia de un punfo a una recta

Es la longitud del segmento perpendicular a la recta trazado a partir del punto,
La distancia del punto P,(x,, y,)alarecta Ax + By + C = 0, estd determinada por la férmula:

Y.IL
Ax+By+ C=0
d= [Ax1+3J’1+C|
valspg?
d,
s
;
® (v 1)

v
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EJEMPLOS
1 @« -Encuentra la distancia del punto A(3, 2) ala recta 6x — 2y + 11 =0,

i Solucién

s Se sustituyen las coordenadas del punto A y los coeficientes de la ecuacion en la férmula;
_|6(3)-2(2)+11] |18-4+11| - Y ,
T J6)P (-2 3644 _Zﬁx-z;w 11=0

]

5 &

. d

-

-

"*p32)

=
——

=

=
Lt

= 17
(=)

3%
=Y

Finalmente, la distancia es: Ll =E\-’ﬁu. /
2J10 4
2 @eCuiles la longitud de la altura de un tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(1, —2), B(7, 0} y O3, 3), del vértice A
sobre el lado BC 7

Solucién

Se determina la ecuacidn de la recta que pasa por los vértices B y C:

3x+4y—21=(]
Y&

La longitud de la altura es la distancia que existe del vértice A(1, —2) a la recta 3x + 4y — 21 = 0, entonces, al sustituir
en la férmula se obtiene:

i B(1)+4(-2)-21] [3-8-21] _|-26] 26 _
JOF +(4) V9+16 5

Por consiguiente, la altura es de 5.2u.
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3 @«-Encuentra el drea del tridingulo formado por los puntos A(-2, 3), B(1, -1) y O3, 4).
Solucién
Se determina la ecuacion de uno de los lados, en este caso AB,
-1-3 -4
y-3= m(¢'—(—2}}—b}'—3= ? (x+2) »3y-9=-dr-B8—4x+3y-1=0
La longitud de la altura es la distancia del punto C(3, 4)a larecta 4x+ 3y -1 =0
h_|4(3]+3(4]—1|_]12+12-1|_|73|_23
Jay+(3f  Vie+9 5 5
La base del trifngulo es la longitud del lado AB.,
4B = \[1-(-2)) +(-1-3)" = JO+16 =5
Entonces, el drea del trifingulo es:
1 1 23 23
A= —bh = —(5)| = | = = u?
7 = 5 ]( 5) 2"
¥y
Distancia dirigida.
La distancia dirigida permite conocer la localizacion de un punto con respecto a una recta y al origen,
YA
Ax+ By+ C=0
d il“lxl-!-By‘I-'-C
JAT+ B
>
0 X
Casos:
Si la recta no pasa por el origen:
© La distancia que existe del punto ala recta es positiva si el punto y el origen se encuentran en regiones opuestas
respecto a la recta.

© Siel punto y el origen se encuentran en la misma regidn respecto a la recta, entonces se toma el signo negativo
para indicar ¢l sentido en el que se estd tomando la distancia.
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Sila recta pasa por el origemn:

= La distancia del punto a la recta es positiva si el punto se encuentra por encima o en la region de arriba respecto
ala recta.

© Siel punto se encuentra por debajo o en la regién de abajo respecto a la recta, entonces se toma el signo negativo
para indicar el sentido en el que se esti tomando la distancia,

EJEMPLOS
1 ®+-;Cuilesla distancia dirigida que existe del punto P(3, -1) ala recta 3x — 2y -6 =0?
S Solucién
Se grafican la recta y el punto:

Se observa que el punto P y el origen se encueniran en regiones opuestas respecto a la recta, por consiguiente, la
distancia es positiva e igual a:

e

/)

2 ®e-Determina la distancia dirigida del punto Q(—4, -2) ala recta x + 4y =0,

Solucién
Se determina la posicién del punto respecto a la recta:
El punto ) se encuentra por debajo de la recta, por tanto, la distancia dirigida es negativa e igual a;

de |4 +4(-2)| Ya
JI' +47 x+dy=0
d__ﬂ=_£=_124ﬁu \o -
17 V17 17 X
g:_49_2:'
L]

70



CAFIUIO §

linea recta
3 @e-Determina la ecuacion de la recta que dista 2 unidades de la recta 4x + 3y -6 =0,
Solucién
Existen dos rectas paralelas a 4x + 3y — 6 = 0, una se encuentra arriba y la otra abajo, se sustituyen los datos en la
frmula;

o AxeBysc ,_ 4xtdy=6

= — o e e
447 + B? 47 37

De la dltima ecuacitn se obtienen las ecuaciones de las rectas paralelas:

g A Ay=0 ol ]
5 =5
10 =4x+3y -6 -10=4x+3y-6
4x+3y-16=0 dx+3y+4=0
Grificamente se representan de la siguiente manera;
Y
de+3y-16=0

Distancia entre rectas paralelos

Para calcular la distancia entre dos rectas paralelas, se determina un punto en cualquiera de las rectas, después se
calcula la distancia de ese punto a la otra recta.

Ejemplo
Encuentra la distancia entre las rectas pamlelas 2v+ 3y 4+ 1 =0y 2x + 3y -6 =0,
Solucién
La pendiente de ambas rectas csiguala—%,pmtantusunpa:alclas.
Se determina un punto cualquiera sobre la recta 2x + 3y -6 =0
Six=0,2(0)+3y-6=0
y-6=0
Jy=06

_6
=3

¥=2, se obtiene el punto (0, 2)

71



5 CarULO

GEOMETRIA AMALTICA

Se aplica la férmula para obtener la distancia del punto (0, 2) a larecta 2 + 3y + 1 =0:

d=|Ax,+B;ﬁ+c|=|(2](U]+(3](2]+lj=|ﬂ+6+1]_J_
VALE 2P Vas9 B

Al racionalizar el denominador:
7 7 V3 7413 71413

Vi3 13 Jﬁ_(m]z_ 13

De acuerdo con lo anterior 1a distancia entre las rectas es: Tf unidades.
2x+3y-6=(] ¥
Zxx+3y+ 1=0

AN
it

Vi

EJERCICIO 18

Determina la distancia del punto dado a la recta indicada:

1. P(L4;2x-Ty+3=0 5. P, 0);x-y+4=0
2, P25y3x+4y-5=0 6, P(—-4,0;x+3=0

3, P, -4)x+y-6=0 7. P(-2-5;x+dy-10=0

4, P1,T; 12x+5y+26=0 8, P(-3,-T)yy-3=0

9. Encuentra la altura comespondiente al lado BC del tridngulo, cuyos véitices son los puntos A(3, 2), B(S, 8) y CO(1,— 4).

10, ;Cudl es el drea del tridingulo, cuyos vértices son los puntos A(0, 0), B(2, 4) y C(6, 7)?

11. Una circunferencia tiene su centro en (2, 3) y es tangente a la recta 3x + 4y —25 = 0. Determina el radio de la circun-
ferencia. _
12, Obténel valor de k para que la distancia de la recta x + ky — 5 = 0 al punto (3, 2) sea igual a 2%2

Encuentra la distancia dirigida del punto dado a la recta indicada:

13, P2,-1);2x-3y-5=0 16, P[3, —%];5x+2y-3=0
1 3

14, P(-3,2);3x+4y+7=0 17. P[E’ —E];ﬁx+ By-3=0
3

15, P2 5);3x+4y=0 18. P| -5, -7 ]ix+y-1=0

19, ;Cudles son las ecuaciones de las rectas paralelas a 3x — 4y + 5= 0 y que se encuentran a tres unidades de distancia?
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O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

21,
22,
2.
2,

linea recta

La distancia dirigida de P(— 2, y) a larecta con ecuacién x + 4y — 5 = 0, es 4 unidades, Encuentra la ordenada de P,

{Qué distancia existe entre las rectas paralelas 2c+y -6 =0y 2x+y+ 1=0?

Obtén la distancia que existe entre las rectas paralelas x —2y+ 5=0y3x -6y +4=0,

{Cuil es la ecuacién de 1a recta paralelaa x — y — 3 = 0, y que dista 3 unidades de ella?
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por (2, 3) y que la distancia de esta recta al punto (— 2, 3) seaigual a E;E

Rectas notables en el triangulo

En todo triingulo se trazan las siguientes rectas:

Mediatriz

Recta perpendicular a un segmento que pasa por su punto medio. En un tridngulo el punto de interseccion de las me-
diatrices se conoce como circuncentro,

Ejemplo

;Cudl es la ecuacién de la mediatriz del segmento cuyos extremos son los puntos A(-3, 0) y B(1, 1)?
Solucién

Se obtiene el punto medio y la pendiente del segmento AB,

=3+1 0+1 1 1-0 1
P‘ —_— — =P -] = e —
( 2 z] "[’*z] ")

Para obtener la pendiente de la mediatriz se aplica la condicién de perpendicularidad y se obtiene:
m-m'=-1 — %~m‘=-1 — m'=-—4
Se sustituyen las coordenadas del punto medio y m’ en la ecuacién punto pendiente de la recta y se obtiene la ecuacién
de la mediatriz:
y—%=—4{x—(—1]] — y—%=—4x—4 - 4x+y+%=(]
Bx+2y+7=0
Por consiguiente, la ecuacitn de la mediatriz es: 8x+2y+7=0.

Mediana

Segmento de recta que une un vértice de un tridngulo con el punto medio del lado opuesto. El punto de interseccitn
de las medianas es el baricentro (centro de gravedad).

Ejemplo
Para el tridngulo determinado por los vértices A(-=3, 1), B(1, 4) y C(5, - 3), determina la ecuacion de la mediana trazada
desde el vértice Bal lado AC.

Solucién
Se obtiene el punto medio del segmento AC ;

=3+5 1+(-3
P_( 5 o ]_P_(l,—l]
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Con el punto medio y las coordenadas del vértice B, se aplica la ecuacitn de la recta por dos puntos para obtener la

ecuacidn de la mediana:

y_4='11:14(x_1] ” y_4=:0§(x-1] 5 0=x-1

Por tanto, la ecuacién de la mediana trazada desde el vértice Bal lado AC es; x—1=0,

Altura

Recta trazada en forma perpendicular de un vértice al lado opuesto de un tridngulo. El punto de interseccitn de las
alturas es el orfocentro,

EJEMPLOS
-§_ 1 @ Los vértices de un tridngulo son los puntos A(2, 3), B(—4, 0) y C(0, —2), determina la ecuacién de la altura trazada
£ ; desde el vértice A.
] Solucién
Se obtiene la pendiente del lado BC, y posteriormente la pendiente de la altura,
e 2 F 1, :
m=m=—z=—5 — —Em =-1 — m'=2

Se sustituyen las coordenadas del vértice A y la pendiente m' en la ecuacién punto pendiente de la recta y se obtiene
Ia ecuacion de la altura buscada:

}'—3:2{x—2} }'—3=1X—4 2x—y—1=ﬂ

2 ®e:Los vértices de un trifngulo son A(—2, 1), B4, 7) y C(6, — 3), determina;
@) Las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de interseccitn.
b) Las ecuaciones y las coordenadas del punto de interseccién de las mediatrices,
¢) Las ecuaciones y el punto de interseccidn de las alturas.

Solucién
@) Para las medianas se determinan los puntos medios de los lados del tridngulo,
Punto medio AB Punto medio BC Punto medio AC
_T2+4_2_, weitf 0% ke
2 2 2 2 2 2
_1+7_8_, y=?+(—3)=5=2 1+(-3) -2 1
2 2 2 2 2 2
Pm AB(l, 4) Pm BC(5,2) Pm AC (2,-1)
Para obtener las medianas se toma un vértice y el punto medio del lado opuesto,
Mediana del vértice A L
Se toman los datos A(—2, 1) y Pm BC (5, 2)
=N 2-1
-y ==—Ux-x — -l=—(x=-(-2
y=h x]_x’( !] ¥ 5—(—2]{ ( ]]

1

=l==(x+2

y-1=2(x+2)

Ty—1)=1x+2)

'?y—7=x+2

x+2-Ty+7=0
x=Ty+9=0
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Mediana del vértice B L
Se toman los datos B, 7} y Pm AC (2, -1)

1-7 -8
= (x-4) 5y-T= :—Z-(x—d}

y=1=
y-T=4x-4)
y—T=4x-16
dx—16-y+7=0
dx-y-9=0
Mediana del vértice C .
Se toman los datos C(6, —3) y Pm AB (1, 4)

4-(-3 4+3
y=(3=(c-6) o y43=223(c)
y+3=——§-(x—ﬁ]
5(y+3)=-T(x-6)
Sy+15=-Tx+42
Tx-42+5y+15=0
Tx+5y-27=0

Para encontrar el baricentro, se realiza un sistema de ecuaciones entre dos medianas cualesquiera; en este caso
se resuelve el sistema con las medianas del vértice A y C.

x=Ty+9=0
Tx+5y-27=0

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen las coordenadas del punto de interseccitn.
. 8 5
Baricentro ( 7 3]
b) Para las mediatrices se determinan las pendientes de los lados del triingulo,

Pendiente del lado AB Pendiente del lado BC Pendiente del lado AC
PR o NP O i M s e T
B 4-(-2) 6 K 6-4 2 £6-(-2) 8 2
Se aplica la condicion de perpendicularidad para encontrar las pendientes de las mediatrices,
. 1
Pendiente de la mediatriz sobre AB m=———=-1
T

Pendiente de Ia mediatriz sobre BC m, =——— = —

Pendiente de la mediatriz sobre AC m,=———=2
i
Mediatriz sobre el lado AB .
Se toma el punto medio (1, 4) de AB ym=-1
Y=y =mx-x,)
y—d=-1x-1)
y—d=-x+1
x—1+y-4=0
x+y-5=0
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Mediatriz sobre el lado BC L {
Se toma el punto medio (5, 2) de BC, m,=5 ¥y se sustituye en: y —y, = m(x —x,)
y-2=§(x-5)
5(0—-2)=1(x-5)
Sy—10=x-5
x-5-5y+10=0
x—35y+5=0
Mediatriz sobre el lado AC o
Se toma el punto medio (2, 1) de AC ,m,=2y se sustituye en: y —y, = m{x —x,)
y+ 1:2(x—2}
¥+ 1=2x—-4
21’—4—)'—1:0
Zx—-y-5=0
Para encontrar las coordenadas del circuncentro se resuelve un sistema de ecuaciones con dos mediatrices
cualesquiera;
x+y-5=0
Zx-y-5=0
i 10 5
Al resolver, se obtiene el punto (?. E)
¢) Con las pendientes perpendiculares de los lados y los vértices opuestos se obtienen las ecuaciones de las alturas,

Altura sobre el lado BC. i
Se toma el vértice A(~2, 1) y la pendiente perpendicular al lado BC, m,= 3

1
y-y,=mx-x) — y—1= 3@“2}

S(y—1)=1(x+2)
Sy-5=x42
x+2-5y+5=0
x=5y+7=0
Altura sobre el lado AC,
Se toma el vértice B4, 7) y la pendiente perpendicular al lado AC, m,=2
y=p=mx-x) = y-T7=2Ax-4)
y-T=2x-8
x—-B-y+T7=0
2x—-y—-1=0
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Altura sobre el lado AR
Se toma ¢l vértice C(6, —3) y la pendiente perpendicular al lado AB, m, =—1

Y-y =mx—x) — y+3=-1(x-6)
¥4+3=—x+6
x—6+y+3=0

x+y-3=0
Para encontrar las coordenadas del ortocentro se resuelve un sistema de ecuaciones con dos alturas cualesquiera;

2 —y-1=0
x+y-3=0

4 5
Al resolver, se obtiene el punto [? 3] que representa el ortocentro,

Medianas g Mediatrices ¥4 B
R
C
A A >
X % X
B’ = Baricentro T ¢ € =Circoncentro C
i 0 = Ortocentro

Bisectriz

Semirrecta que divide a un dngulo en dos éngulos iguales. En un tridngulo, el punto de interseccitn de las bisectrices
&£ CONOCE Como jncentro,

Ecuacién de la bisectriz
Sean las rectas £, y £,, donde: €,: Ax + By + C = 0; £,: A.x + B,y + C, = 0, sus bisectrices son las rectas AB yCD, cuyas
ecuaciones estdn dadas por la condicién;

YA & A ¥
|¢|=E¢|

De la cual se obtiene:

Ax+ By+C Ax+By+C,
- =4 -
A+ B + A+ B’




5 CaAPULO
GECMETRIA ANALTICA

Los signos de las distancias se eligen de la siguiente manera;

© Las distancias son positivas si para un punto cualquiera P(x, ¥) sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se
encueniran en regiones opuestas,

© 5i para un punto cualquiera P(x, y)sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se encuentran en la misma regitn,
= usa el signo negativo para indicar el sentido,

Los signos del radical se consideran de la siguiente manera;
© 8i C =0, entonces el radical tendrd signo opuesto al de C,

© 8i C =0, el signo del radical se considerard igual al de B,
© 8iC= B =0, el signo del radical tendrd igual signo que A.

EJEMPLOS

1 ®+-;Cuilesla ecuacion de la bisectriz del 4ngulo agudo formado por las rectas, 3x -4y -4 =0y 12x — 5y + 6 =07
i Solucion
g Se traza la gréfica;

12¢-5y+6=0

De la figura se obtiene que —d, = —d, ya que el punto P(x, y)se encuentra en la misma regién que el origen para am-
bas rectas, por tanto,

Al sustituir en la férmula

Ax+8y+C=iA,x+B,y+C, L 12x-5y+6 _ 3x-4y-4
+JA?+B? +, A+ B}

~J(12) +(=5) (3 +(~4)’

12x=5y+6 _3x-dy-4
=169 J25

5(12x— Sy +6) = — 13(3x —dy — 4)
60x — 25y +30=—-39x + 52y + 52
Px—TIy-22=0

9x-Ty-2=0
En consecuencia, la ecuacitn de la bisectriz del 4ngulo agudoes larecta 9x - Tx-2=0,
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CAFIUIO §

linea recta

2 ®e+-Determina las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por la intersecci6n de las rectas x + 2y — 3= 0,
x—2y-2=0,
Solucién
Al aplicar la definicién se determina que las distancias se relacionan de la siguiente manera:
d=dyyd =-d,
Sid, = d,, entonces: Sid, = —d,, entonces:
x+2y-3 _ x-2y-2 x+2y-3  x-2y-2
1 2 1 1 2 1 T 1
Jay+@° m'¢-2) NORC RO
x+2y-3 x-2y-2 x+2y-3  x-2y-2
Vs Vs Ve NE
X+2y-3=x-2y-2 x+2y-3=-x+2y+2
x+2y-3-x+2y+2=0 x+2y-3+x-2y-2=0
4y-1=0 2x-5=0
Finalmente, las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos son;
dy-1=02x-5=0

EJERCICIO 19
Resuelve los siguientes problemas:
1. Para el segmento definido por los puntos A(2, -3) y B(-6, 1), determina la ecuacién de la mediatriz,
2, Determina la ecuacién general de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(3, 2) y B(1, 5).
3. Encuentra la ecuacién de la bisectriz del 4ngulo agudo formado por las rectas:

X,y

—=] =3
4 3 ¥y

4. Obtén la ecuacitn de la bisectriz del dngulo obtuso formado por las rectas:
XY gy 2, L 6
T R
5. Encuentra las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por las rectas:
x-y3=0y2x+4y+5=0
6. Determina las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que forman las rectas:
Ix—dy+5=0y12x+5y-3=0
7. Las ecuaciones de los lados de un trifingulo son las rectas;
3x—4y+20=0;dx+3y-25=0;3x+ 4y + 4=0
Obtén las ecuaciones de las bisectrices y su punto de interseccidn,
Para el triingulo cuyos vértices son los puntos A(— 1, 3), B(3, 5) y C(5, - 7\
8. Encuenira las ecuaciones de las mediatrices y su punto de interseccitn,
9. Determina las ecuaciones de las alturas y su punto de interseccion,
10, ;Cuiles son las ecuaciones de las medianas y su punto de interseccion?
11, Encuenira las ecuaciones de las bisectrices y su punto de interseccion,
12, Obtén la ecuacitn de la recta de Eunler (recta que pasa por el circuncentro, baricentro y artocentro),

0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s
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CAPTULO @
CRCUNFERENCIA
i Construccion de la grafica de
. *:: la bruja de Agnesi

e obtiene una circunferencia tan-
gente al eje X con centro en el

y=——s eje Y de coordenadas (0, %] ,
x"+a

se traza una recta fangente a la circun-
ferencia paralela al eje X con ecuacién y = a, se fraza una recta secante
que corte a la circunferencia en Ay a la recia y= a en B, se consfruye el

punto C con la abscisa del punio By o ordenada del punto A, formando
un friéingulo recténgulo.

Cuando el punto A recorre toda la circunferencia y el punto B la recta
fangente, se forma una curva a la cual se conoce como la bruja de

Agnesi.




6 CaAPMTULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano de tal manera que su distancia a un punto fijo
llamado centro, siempre es constante.
¥

+ P(x y) Definicién:
| dep=r — V-hf +(y-k) =r
Ch b Elementos;
C: centro
r: radio
=X P(x, y): punto cualquieradela circunferencia

Ecuaciones de la circunferencia

Las formas de expresar la ecuacién de una circunferencia son las signientes:
Ecuacién en su forma ordinaria
Ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto C (k, k) y radio r,
x—m2+(y—kP=r1
Ecuacién en su forma general
Esta ecuacidn se obtiene al desarrollar los binomios e igualar a cero la ecuacitn ordinaria,
AP+ Cy’+Dx+Ey+F=0, conA=C
Ecuacién en su forma canénica
Si el centro de la circunferencia se encuentra en el origen, entonces su ecuacitn es de la forma;

24 yz =r?
Andlisis de la ecuacidn de una circunferencia
© Sir es positivo la circunferencia es real.

© Bir es negativo la circunferencia es imaginaria.
© Sir es igual a cero entonces representa un punto,

_ﬁ- 1 ®+ Una circunferencia tiene su centro en el origen y su radio es de 6 unidades. ;Cuél es su ecuacién en forma general?
i ' Solucién

b Se sustituye r = 6 en la forma candnica de la ecuacitn de la circunferencia y se
transforma a la forma general:

YJL
ey =6 /,=6
©+y' =36

0

X +y'=36=0
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CAPITUIO 6

Cireunferencia

2 ®e-Encuentra la ecuacion general de la circunferencia con centro en (2, —3) y radio 5.

Solucién

Se sustituyen el centro y el radio en la ecuacitn ordinaria y se transforma a su forma general;
G-hP+(y-k2="
E-2F +(y-(-3)P =067
=22 +(y+3P=25
Eodx+d+y?+6y+9=25
24y -dr+6y=-12=0

Se concluye que la ecuacion general de la circunferencia es x* + 3% —4y + 6y—12=0

3 ®¢- Determinala ecuacién general de la circunferencia de centro en el punto (7, —4) y que pasa por el punto (-5, 1).

Solucion
Por definicitn, la distancia del centro (7, — 4} al punto (- 5, 1} es el radio:

r= J{','-(-s]]’ +(=4=1)" = V144425 =13
H centro C(7, —4) y el radio r = 13 se sustituyen en la ecuacién ordinaria:

-2+ -k?=#

g
i (=T +(-(-4)=(13)
v v. -
/ —_— (x=T7+(y + 4 = 169
X X-14r +49+ y* + By + 16 -169 =0
r -4 A4y 14x +8y-104=0

La ecuaci6n en su forma ordinaria es (x — 77 + (y + 4)* = 169 y en su forma general, x* + y* — 14x + 8y — 104 =0
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4 ®¢: Obtén la ecuacién general de la circunferencia con centro en (- 4, — 1) y que es tangente a la recta 3x + 4y — 12= 0,
Solucién
Fl radio de la circunferencia es la distancia del centro a la recta tangente,
r_|Ax,+By,+C|_|3(-4)+4(—1]—12|=|—12—4—12|_ |-28] 28

N E O N OO R

28
3

28
Se sustituyen r =—5—— yel centro C(— 4, — 1) enla forma ordinaria;

i 2
x+dy-12=0 (== + -(-1)P= [%]

784

x+d+(y+117=

25
v Nx 12+3x+16+y2+2y+1=%4-
Z+y+ 8x+2y-3~;2=u
25x% + 25y% + 200x + 50y -359 =0
Por tanto, la ecuacién geneml de la circunferencia es: 25x? + 25y* 4200x + 50y — 359 = 0,
S ®e-Determina la ecuacién general de la circunferencia que pase por el punto (— 2, 1) y sea tangente a la recta 3x — 2y— 6 = 0,
en el punto (4, 3).
Solucién ; %
Se traza la grifica: o
El centro es el punto de interseccidn entre la mediatriz del segmento PP,
y la ecuacidn perpendicular a larecta 3x -2y -6 =0,

El radio es la distancia del centro a cualquiera de los puntos que estin
sobre la circunferencia.

= Ecuaci6n de la mediatriz del segmento PP,
Con el punto medio (1, 2) y la pendiente perpendicular — 3, se obtiene;

Ix+y-5=0 ,
© Ecuaci6n de la recta perpendicular a 3x — 2y - 6 = 0 en el punto (4, 3) A Bt X
-_ }l‘— =
Con la pendiente perpendicular —% y el punto (4, 3), se obtiene: /]
x+3y-17=0
Se resuelve el sistema formado por las rectas 2Zx + 3y — 17 = 0y 3x + y — 5 = 0 y se obtienen las coordenadas
cl-=.=
77

El radio es la distancia que existe entre el centro y cualquiera de los puntos por los que pasa la circunferencia,
por consiguiente se escoge el punto (4, 3):

(=) (-4 -2

Con ¢l centro y el radio se encuentra la ecuacién de la circunferencia en su forma ordinaria;

2y M1} (10y13Y
wwreo-wer o (3] (-7 < 57
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Cireunferencia

Al desarrollar y simplificar se obtiene la ecuacién en su forma general:
T2+ Ty +4r—82y+55=0
& ®e-Encuentra la ecuacién general de Ia circunferencia que pasa por los puntos A(2, —2), B(— 1, 4) y C(4, 6).
Solucién : ¥
Existen dos formas de resolver el problema: - 4 6)

1. Sustituir todos los puntos en la ecuacion general y resolver el sistema
de ecuaciones,

2. Obtener el centro con la interseccion de las mediatrices de los seg-

mentos formados por los puntos y posteriormente el radio con la dis- \\_/ X
tancia del centro a cualquiera de los tres puntos,

Aplicacion de la primera opcidn:
La ecuacitn general es Ax* + Cy* + Dx + Ey + F=0, entonces sid = C= 1, se convierteen x* + y* + Dx + Ey + F=10
Sustituci6n del punto A(2, —2)
CP+ (=27 + D)+ E-2)+F=0
4+4+2D-2E+F=0
Primem ecuacién: 2D -2E+ F=-8§
Sustitucién del punto B(— 1, 4)
1P+ @2+ D1+ E&H+F=0
1+16-D+4E+ F=10
Segunda ecuacién: -D +4E+ F=-17
Sustitucién del punto (4, &)
@2+ (62 +D(d)+ E6)+ F=0
16 +36+4D+6E+F=0
Tercera ecuacién: 4D+ 6E+ F =-52
Resulta un sistema de tres ecuaciones con tres incOgnitas, resolviendo:
2D-2E+F=-8
—D+4E+ F=-17

4D + 6E + F=-52
Se obtienen los valores de D, Ey F,

Estos valores se sustituyen en la ecuacién general;

2+yl+Dx+ Ey+F=0

Por tanto, se concluye que la ecuacidn es:

5, By Wy

+ Y- — ¥ —

Gl 3
Ahora bien, al multiplicar por seis pam eliminar los denominadores, se obtiene;

6x2+6y2—32:c—1'5y—34=(]
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Para la segunda opcitn, se utilizan las mediatrices:
¥

a4, 6)
B(-1,4) ' Mediatriz del segmento AB
r'
2 BN X
A(2-2) \ Mediatriz del segmento BC

Se obtienen las ecuaciones de las mediatrices de los segmentos:

Mediatriz del segmento AB , Mediatriz del segmento BC ,
Coordenadas del punto medio: Coordenadas del punto medio:

2+(-1) <2+4 1 -1+4 4+6 3
P, 3 =F _:1 P- l_=Pu| _15

'[z z][z] [2 2][2]
Pendiente del segmento: Pendiente del segmento:

4-(-2) e O

=—=—2 = =
P e 4-(-1) 5
Pendiente de la mediatriz: Pendiente de la mediatriz:
- I

T om =2 2 T m 3_ 2

5

Ecuacitn de la mediatriz; Ecuacién de la mediatriz;

—1—-]—[ a] =y 2x—-4y+3=0 —5——5-[ c ] vy ity aE
T L S B N

Para buscar el centro de la circunferencia se resuelve el sistema de ecunaciones formado con las mediatrices:

2x-4y+3=0
10x+4y-35=0

25
El punto de interseccion de las rectas es 3’ 12], representa el centro de la circunferencia. Para obtener el radio, se

calcula la distancia del centro al punto B(-1, 4}oacualqui¢radelus otros puntns.

A
Se sustituyen el centro (: lszelradlnr VI 1ad enla ecuacitn ordinaria de la circunferencia y se transforma
a su forma general,
( 3]’ [ 15]’ \/2465 16x 64 25y 625 2465
x==| +|y-=]| =,/—— - —— 4y = —=——— =0
3 12 144 ] 9 6 144 144
5 16x 25y 17
__—_——=U
i 4 3 6 3

6x" +0y'=32x-25y-34=0
Se observa que por cualquiera de los dos métodos, la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados
ocircunscrita en el tridngulo es:
6x" +6y - 32x—25y-34=0
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EJERCICIO 20
De los siguientes ejercicios, encuentra la ecuacién en su forma general:
1. ;Cudl es la ecuacitn de la circunferencia con centro en el origen y radio de 4 unidades?
2, Determina la ecuacion de la circunferencia de centro en el origen y radio de _i\@ unidades.
3. Encuentra la ecuacién de la circunferencia de centro en el punto C(1, -3) y radio de 2 unidades,

1. 2 5
4. Obtén la ecuacién de la circunferencia de centro en el punto [—E,—g)}'radiudc e

5. (Cuiil es la ecuacidn de la circunferencia de centro en el origen y que pasa por €l punto (2, - 3)7

6. Encuentra la ecuacién de la circunferencia de dismetro el segmento formado por los puntos A(=4, 7) y B(6, - 1).
7. Determina la ecuacion de la circunferencia de centro en el punto C(1, —3) y que pasa por el punto (4, 3).

8. ;Cudl es la ecuacion de la circunferencia cuyo centro estd en (- 1, — 5) y es tangente al eje ¥?

9. H centro de una circunferencia es el punto (5, —2) y pasa por el origen. ; Cudl es su ecuacién?
10. Obtén la ecuacidn de la circunferencia de centro en el punto (- 4, 2) y didmetro 8.

11, ;Cudl es la ecuacidén de la circunferencia que es tangente a los ejes coordenados, su radio es de 5 unidades y su centro
estd en el cuarto cuadrante?

12, Una circunferencia tiene su centro en el eje X y pasa por los puntos (- 1, 5) y (2 3). Determina su ecuacidn,
13. H centro de una circunferencia estd en el eje ¥ y pasa por (0, —2) y (3, — 6). Encuentra su ecuacicn.

14. Una circunferencia tiene su centro en (0, — 2) y es tangente a la recta 5x - 12y + 2 = 0. ;Cuil es su ecuaci6én?
15, ;Cudl es la ecuacidn de la circunferencia con centro en (4, — 3} y que es tangente a larecta 3x + 4y - 10 = 07

16. Elradio de una circunferencia es 4 y su centro estd en las intersecciones de las rectas x + 3y -T=0y 2r + S5y - 12 = 0,
Obtén su ecuacitn,

17. Determina la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto de interseccitn de las rectas 2x -3y -6 = 0,
3x+ y +13 =0, ademds, es tangente ala recta Sx + 12y - 106 =0,

18. Una circunferencia pasa por el punto (1, — 6) y su centro estd en la interseccitn de las rectas 4x - Ty + 10 =0
y Tx + 3y — 13 = (0, Encuentra su ecuacidn,

Encuentra las ecuaciones de las circunferencias que pasan por los siguientes puntos.

19. 3,4) (2 -1Dy(0-3)

20. (9. - 1)- (711 3}}" (4l = E}

21- (-2 i 2}! (.-2- 1} )r {Tl U}

22. (- 1- W l}l (1! 1})’(5- -3}

8 31

23, Encuentra la ecuaci6n de la circunferencia inscrita en el tridngulo, cuyos vértices son los puntos (- 4, 2), (3 . '5) ¥
(16, - 13),

Para los ejercicios 24 a 27 utiliza el tridngulo cuyos vértices son los puntos A3, - 2), B(1, 2)y G- 5, - 4).

24. Encuentra la ecuacitn de la circunferencia circunscrita en €1,

25. ;Cudl es la ecuaci6n de la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados del trifingulo?

26, Determina la ecuacitn de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y es tangente al lado BC,

27. ;Cuil es la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd en larecta 2x + 3y + 1= 0y que pasa por los vértices A y C?

Q Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente o
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Transformacién de la ecuacién general a la forma ordinaria

Sea la ecuaci6n de la circunferencia Ax? + Cy* + Dx + Ey + F = 0, en su forma general y A = C, entonces para hallar
el centro y el radio se siguen los siguientes pasos:

Ax?+ A2+ Dx+ Ey+ F=0
D E F
f+y’+;x+;y+;=u Se divide la ecuacién entre A,
x!_,_ﬂx_,_},z_,_ﬁy:_f Se agrupan los términos de x y y,el término independien-
A A A te se pasa al segundo miembro,
D D Bl B B R
o —_— — —— = e e s e l i i a
xz+Ax+4A’+yz+Ay+4A’ 4,42+4,42 X Se completa el trinomio cuadrado perfecto
DY EY D*+E'-4AF .
t—| +|y+— | =————— toriza,
(x 2.4) (y 2.4) 447 Nelas
Ahora, al comparar la ecuacitn con su forma ordinaria se obtiene:
D E 1
Centro=|-—, - — j0= —D* +E*=4AF
) [2A m]ymm 7R
Lo anterior indica que para transformar la ecuacion general a la forma ordinaria se utilizan los siguientes métodos:
© Férmula
© Completando trinomio cuadrado perfecto

Con los cuales se encuentran las coordenadas del centro y la longitud del radio de una circunferencia.

EJEMPLOS

1 ®# Emplea las férmulas para obtener ¢l centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es:
i 2+ +4x -6y +6=0
iy Solucién

Se determinan los valores de A, D, Ey F;
A=1,D=4,E=-6y F=6
Estos se sustituyen en las férmulas:
v I || () o= —— J(4) +(=6) - 4(1)(6) =L V2B =T
—_— [2(1)’ 2(1}] (2.3 rado= (4] +(8) - 4(0)(0) =3 (B - 7

Se concluye que el centro es el punto (- 2, 3) y el radio /7 .

2 ®+:Parala circunferencia cuya ecuacién es:
X2+ —6x+8—11=0

Determina completando los trinomios cuadrados perfectos el centro y el radio.

Solucién
P4y -6x+8y-11=0
(o =6x) + (3 +8y) =11 Se agrupan los términos en x y en y, el término indepen-

diente se pasa al segundo miembro,
(-6 + (37) + (07 + By + (4)) = 11 + (3 + (@) Se completan los trinomios cuadrados perfectos.
(P -6x+9+ (7 +By+16)=36
(x-37+(y+4y =6 Se factoriza para obtener la forma ordinaria,
Resulta que las coordenadas del centro son C(3, — 4} y el radio r = 6.
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3 ®@e-Encuentra las coordenadas del centro y la longitud del radio de la circunferencia, cuya ecuacion es;
92+ 97+ 18— 12y + 10=0
Solucién
9% + 97+ 18x— 12y + 10=10

2 |
£+QL+E—E?+E=U Se divide entre nueve la ecuacién,
9 9 9 9 9
4 10
x’+y’+2x—§y+3=u Se agrupan los términos de x y y y se pasa al segundo
4 & i i miembro el término independiente,
x2+2x+1+y2—§_‘p‘+§=—3+1+§ Se completa el trinomio cuadrado perfecto,
2
(x+1)’+(y-3] =% Se factoriza y simplifica para obtener la ecuacién ordinaria,
2 1.3

Hm]mcntc,lascwrdemdasdclccntmsunC(—l, 5) yclradiur-,kl?’ =

4 @+ ;Cuil es la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (— 4, — 1) y es concéntrica con la circunferencia
Cpxl+y +2x—dy+1=07
Nota: Concéntricas: tienen el mismo centro,
Solucién
Se obtiene el centro de la circunferencia C,:
2+ arr-dy+1=0-22+ 0 +y2-dy=-1
P+U+1+P-dy+d=-1+1+4
x+1P2+(y-21=4
Entonces, ¢l centro es C(- 1, 2),
H radio de C, se obtiene de la distancia del centro C(—1,2)al (-4, - 1),

r=y(-4-(-1)) +(-1-2)" =\0+9 = I8

¥a

Grdfica:

Y

Por consiguiente, la ecuacitn de la circunferencia C, es:
C-WP+ OG-0 =P = @-(-DP+ (-2 = (VI8)
e+ 14y2-4y+4=18
Pey’+2x—4y-13=0
La ecuacidn de la circunferencia C,estd determinada por:
24y +2x—4y-13=0
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5 ®+-0btén la ecuacion general de la circunferencia que es tangente a la recta x + y— 2 = 0 y concéntrica con la circun-
ferencia 3x% + 3y7 —6x —dy =0,
Solucién
Se obtiene el centro de 3x% + 3y2 —6x— 4y =0
3 3y 6 4

3x2+3y2—6x—4y=l]—> T+T—§x—§y =0

x2+y2—2x—§y=(]
x2—2x+y2—%y=(]

xz—2x+1+y2—%y+%=l+ o

* 3) T

2
Hl centro de la circunferencia es (1, E)‘

2
El radio es la distancia del punto [l, 5) alarectax +y -2 = 0, entonces,

i 1+§—2| _‘—% _i_L
TR
Por consiguiente, la ecuacién general de la circunferencia con centro en (1 %)yrwﬁu ilfi-cs:
2y’ 1Y
k- +@y-b=r - (x—1}2+(.‘f-§] =(3_J’5]
x?—2x+1+y2—§y+g=%

Al multiplicar por 18,
182 - 36x + 18 + 18y2 -2y + 8 = 1
18x% + 18y? 36 - 24y +25=0
& ®¢:Determina los puntos de interseccién de las circunferencias:
Cpx+y—2+16y=0; Cpxl+y —bx—dy=0

Solucién
Se restan las ecuaciones de las circunferencias, para eliminar los térmi-
nos cuadriticos:
X +y -2x+16y=0
= (x2+y2—6x— 4y=0]
4x+20y=0
Se despeja x de la iiliima igualdad;
x =—? — x=-5y
Se sustituye el valor de x en cualquiera de las ecuaciones de las circun-
ferencias:

(=5y) +y?=2(-5y)+16y=0
255"+ + 10y+ 16y=0
26y +26y=0




CAPITUIO 6

Circunferencia
Esta tiltima ecuacién se resuelve y se obtiene:
26y" +26y=0 — 26y(y+1)=0
y=0y=-1
Los valores obtenidos de yse sustituyen en la igualdad x = — 5y para obtener los valores de x:
Paray = 0 Paray = -1
x=—5{0} x=—5l:— 1}
x=0 x=5
Entonces, los puntos de interseccitn de las circunferencias son: (0, 0) y (5, - 1).
EJERCICIO 21
Determina el centro y el radio de las siguientes circunferencias:
I 2+y¥+2r+ 2y-2=0 7. xt+y?+dx+3=0
2, 2+y-6x+8y+20=0 8 20+ 2y%+ 1l0x-6y +3=0
3. 24y 46+ 2+ 10=0 9 dl+dy’-dx+ 12y +9=0
4 2+y-dx+2y+14=0 10, 5524 5y2-2x-30y+ 42 =0
5, P+ + 4x-8y+40=0 11, 12624 12y - 18x + 4y + 5=10
6, 2+ -By+7=0 12, 36x% + 36y + 48x — 36y -299 =0
13, Encuentra la ecuacién general de la recta que pasa por el punto (7, 5) y es tangente a la circunferencia
243y +dr+16y-22=0,
14, Determina la ecuacién general de la circunferencia que pasa por el punto (3, 5) y es tangente a la circunferencia
24+ +Tx+y-10=0,enel punto (1, 1).
15, ;Cudl es la ecuaci6n general de la circunferencia de radio J13 y s tangente a la recta 2x +3y -7 =0, en el
punto (2, 1}?
16, Obtén la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los puntos de interseccion de las circunferencias
P+ —dr-6y-16=0yx*+y* + 17x + 3y + 2= 0, y cuyo centro estd sobre la recta x + 2y + 5 = 0,
17. Determina el valor de k para que la recta kx + y — 15 = Osea tangente a la circunferencia x> + y* + Gx -8y -1 =0,
18, ;Cudles son los puntos de interseccion de la circunferencia x* + y* —2x —6y - 26 =0 conla recta x -y + 8 = 0?
19, Encuentra los puntos de interseccién de la recta 2x 43y — 10 = 0 con la circunferencia de ecuacicn
24+ -Bx-10y+28=0,
20. ;Cudles son los puntos de interseccién de la recta 5x — Ty - 35 = 0 conla circunferencia de ecuacién
2+ +6x-dy-36=07
21, Encuentra los puntos de interseccién de las circunferencias:
L+ P -12r-14y+T2=0; 2 +y -dx-6y+8=10
22, Determina los puntos de intersecci6n de las circunferencias:

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

P4y -br+8y+15=0;x"+y"-16x -2y +45=0

21



6 CaAPMTULO
GECOMETRIA, ANALTICA

EJEMPLOS
.g- 1 @+ Representa gréficamente la familia de circunferencias con centro en el punto (2, -3) yp=1,2y 3.

E
b

Familia o haz de circunferencias

Son aquellas circunferencias que satisfacen la condicién:
x=hy¥+(y-kP=p?
Donde p es el pardmetro y es un nlimero positivo,

Solucion
Se trata de una familia de circunferencias concéntricas,
Las ecuaciones de las circunferencias son;
Crx=22+(y+3F=1 0 P+y-dr+6y+12=0
Cy(x-2P+(y+37=4 0 Xyl dx+6y+9=0
Cy(x-2+(y+3P=9 0 2y -de+6y+4=0
Sus representaciones griificas son: |

Y

EJERCICIO 22
z Representa gréficamente las siguientes familias de circunferencias:
. 1. Centroenel punto(l,2)yp=12y3 6 2+y=p
. 2, Centroenel punto (-2 -3)yp=13y5 7. Centroenel punto (-3, ) yp=2, g, %
3. Centroenelorigenyp=2,4y6 B. (x+ 22+ (y=-32=p?
4. k-17+(y-3=p? 9. x-3F+y=p
5 8+ (y-2"=p 10, Centroenel punto (0, -2)yp=2,4y6

Determina la familia de circunferencias que cumplen las siguientes condiciones:

11

. Centroen la interseccion de las rectas 2x + 3y -5=0,x -4y +3 =0

12, Centro en el punto medio del segmento, cuyos extremos son (3, - 2) y (- 5, —4)

13. Concéntricas conx? + y>+ 4x —6y—-12=0

14, Concéntricas con la circunferencia que pasa por los puntos (0, 0), (1, 1), (1, = 1)
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondient® + « « « s ¢ 5 s 6 6 0 o o 0 o s
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CAPITULO
PARABOIA
HISTORIC
S [ g
:§ v
&
—cd onocido como "el gran gedémefra”. Se sabe po-
R co de su vida, pero sus trabajos tuvieron una
T gran influencia en el desarrollo de las matemati-
cas, en parficular su famoso libro las cénicas, infrodujo
— Apolonio de Perga = I

(2624a. C.-190 a. C.)

terminos tan familiares hoy en dia como parébola,
elipse e hipérbola.

Apolonio demosird que las curvas conicas tienen muchas propiedades infe-
resantes, Algunas de esas propiedades son las que se ufilizan actualmente
para definiflas. Quiza las propiedades mas interesantes y Ufiles que des-
cubrié de las conicas son las propiedades de reflexion. Si se construyen
espejos con lo forma de una curva conica que gira alrededor de su eje,
se obfienen espejos eliplicos, parabdlicos o hiperbdlicos, segin la curva

que gira.

lo circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola son llamadas cénicas por-
que se pueden obtener haciendo corfes en un cono circular recto doble

con un plano.




8 Caruio

(GEOMETRIA AMALTICA

Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano de tal manera que equidistan de un punto fijo,
llamado foco, y una recta fija, llamada directriz,

D Y,
PF=PD
Elementos:
V: Wertice

F: Foco
X DD’ Directriz
LR: Lado recto, IR = | 4p|

p: pardmetro
(distancia del vértice al foco o a la directriz)

DJ
—p—t—r—
EJEMPLOS .
.i 1 ®# Determina la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan del punto F(0, 3) y de la
E rectay+3 =0,
i
Solucién

Con las férmulas de distancia entre dos puntos d=\||r(x2—x,]z.+(}'z—}'i]z y distancia de un punto a una recta

+By+C
d= Axﬂzﬂysz ,5¢ obtienen las distancias del punto P(x, y)a Fya la recta;
+
— - 3
PF =\ +(y-3), PD=—2=
b
Al igualar;

3 -y
Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn:
2 : 2
(V7 +0-37) =0+3)
Se desarrolla y se simplifica para obtener la ecuacidn del lugar geométrico, denominada pardbola,

X4y —6y+9=y" +6y+9

X =12y=0
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Cariuio 8

2 oo

Parabola

Determina la ecuacidn del lugar geométrico de un punto del plano que se mueve de tal forma que su distancia al punto
(2, 1) siempre es igual a su distanciaalarecta x+2y—3 =0,

Solucién
Se obtienen las distancias,
= — EEIy=3
PF=(x—2) +(y-1) , PD=212Y—=
(x=2)" +(y-1) o
Al igualar,
=x+.’..‘y—3

-2 +(y-1)
(e-2F +(y-1" = 222
Al elevar al cuadrado ambos miembros y reducir términos semejantes, resulta la ecuacidn que se busca,
( Il(x_z)z +(}|_1]! ]2=(%)2
J5

X4y +9+4xy—6x-12y

X —dx+d+y -2y+l= s

5x"+5y" —20x-10y+25 = ¥ +4y +9+4xy—6x—12y

4x’ —dxy+y = ldx+ 2y+16=0

EJERCICIO 25

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente u

1.

Un punto del plano se mueve de tal forma que su distancia al punto (— 2, 0) es igual a su distanciaalarectax—-2=0,
Determina la ecuacitn del lugar geométrico descrito por el punto,

. Un punto se mueve en el plano de tal manera que equidista del punto (0, — 1) y de la rectay — 1 = 0. Encuentra

la ecuacidn del lugar geométrico que describe,

Un punto P(x, y) se mueve de manem que su distancia al punto (3, — 1) es siempre igual a su distancia a la recta
x+3=0. Determina la ecuacidn del lugar geométrico.

Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de la recta y + 4= Oy del punto
©, 4).

Obtén la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a la misma distancia del punto (2, 4)
yde larecta y—6=0,

Encuentra la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos del plano, de los cuales su distanciaalarectax+ 1=0es
igual a su distancia al punto (— 7, 2).

Determina la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del punto (0, 3) y de la recta
x+y—-4=0

Un punto del plano se mueve de tal forma que su distancia al punto (2, — 1) es igual a su distancia a la recta
2x + 3y— 1 = 0. Obtén la ecuacitn del lugar geométrico que describe el punto,
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8 Caruio

(GEOMETRIA AMALTICA

Ecuacién de la parébola con vértice en el origen

Sea una pardbola con vértice en el origen, foco F(p, 0) donde pes el parimetro y su directriz x = —p, Se toma un punto
P(x, y) que cumpla con la condicitn de que la distancia al foco y a la directriz sea la misma, es decir:

PF=PD

Al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos, d= \fxz—x,] (}'z‘)’:]z,)rladedistamiadcunpunmaum

%,m obtienen las distancias del punto P al foco y a la directriz,
+

La distancia de P al foco es: . -
PF =\(x=p) +*
E’_f'=1 x]+z(](y +2p
(1) +(0)
Jx=p) +y* =x+p
Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se determina que:

2
(Vix=pY #57) =(es o)
(x-pP+y=x"+2pmx + p
F-dpx+pl+y -x-2pc—p’=0
Y4 =0
Si el foco estd sobre el eje ¥, F(0, p) donde pes el pardmetro y su directriz la recta y = —p y vértice en el origen, al
aplicar la definici6n el resultado es el siguiente:

(y-p) +x* =y+p
Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se obtiene:
(ﬂ'y p) +x] =(y+p)’
G-pl+ =y +2py +
YV =Zpy + pP4xt -y - 2py - pi=
x2—4py=0

Elementos y ecuacién de una pardbola con vértice en el origen

Pardbola horizontal
Su foco estd sobre el eje X y son céncavas hacia la derecha o a la izquierda,

D Y4 Ecuacidn candnica;
yi=dpx
Foco: Fip, 0)
Directriz (ﬁ}:x =-p
X  Ecuaciéndeleje:y =0
Lado recto: LR = |4p|

La distancia de P ala recta x + p=0es:

Ahora se igualan las distancias;
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Cariuio 8

Parébola

Cancavidad
© Sip> 0 entonces la pardbola abre hacia la derecha,
2 8i p<0entonces la pardbola abre hacia la izquierda,

Parébola vertical

Su foco estd sobre el eje ¥, son concavas hacia arriba o hacia abajo,

Ecuacién candnica:

x2 =dpy

Foco: F(0, p)
Dircetriz (DD ).y = - p
Ecuacidn del eje: x =0
Ladorecto: LR =|4p|

D iy

Concavidad
© 8ip> 0 entonces la pardbola es concava hacia arriba,
© 8i p< 0 entonces la pardbola es céncava hacia abajo.

EJEMPLOS .
1 ®# Encuenira los elementos y grafica la pardbola cuya ecuacién es y* — 8x= 0,

§_ Solucién
: Se escribe la ecuaci6n en su forma candnica: y* = 4px
f—Sx:U — y2=8x

Donde 4p=8 — p=2

Es una pardbola horizontal y abre hacia la derecha, al sustituir en las férmulas se obtienen sus elementos y pos-
teriormente su grifica,
Foco; F(p, 0) = F(2, 0)
Directriz;x =—p »>x=-2
Ladorecto: LR = |4(2) |=8

x=-2 Y 4

Eje: y=0

-F(2,0)
—

R

=1 =3 T I|

- om o
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(GEOMETRIA AMALTICA

2 ®e-Encuentra los elementos y grafica la pardbola cuya ecuacion es; 35 — 12y =0,
Solucién
Se escribe la ecuacitn en su forma candnica; x> = 4py
3 -12y=0 = 3’ =12 - L=dy
Donde 4p= 4, entonces p = 1,
Es una parbola vertical y abre hacia arriba, al sustituir en las férmulas se determinan los elementos y posterior-
mente la grifica:
Foco: F(0, p) = F(0, 1)
Directriz; y=—-p—2y=-1
Lado recto: LR = | 4(1) |=4

Eje:x =0

3 @+ Determina la ecuacin de la pardbola con vértice en el origen y foco en el punto (3, 0).
Solucion
Se grafican los elementos dados, se deduce que la pardbola es cincava hacia la derecha y el valor del pardmetro es
p =3, al sustituir en la ecuacidn y* = 4px, se obtiene:

¥4
] ¥ =4px
1 ¥ =403
] y2=12x
Vi
yz— 12x=0

Otra forma de resolver este problema es igualar el foco de la pardbola horizontal con la coordenada del foco dado:
F(p,0) = F(3, 0), por tanto, p =3
Al sustituir el valor de p=3 enla ecuacién y* = dpx, se determina que;
Y =12x

Por consiguiente, la ecuacidn de la pardbola es: y* — 12x =0,
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Cariuio 8

Parébola

4 ®+-Obténla ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y directriz en la recta x—3 =0,
Solucién
Al graficar la directriz x = 3 y localizar el vértice se deduce que la pardbola es horizontal y abre hacia la izquierda, por
tanto, p = — 3, al sustituir en la formula y* = 4px, la ecuacién resultante es:

Directriz ¥ =4px
=3 ¥ =43
¥ =—12¢
i 12x=0
- ¥+ 12x

Finalmente, la ecuacién de la paribola es: y*+ 12¢x =0,

5 ®¢-Una pardibola de vértice en el origen pasa por el punto (2, 3) y su eje coincide conel eje Y. Determina su ecuaci6n.
Solucién
Hl eje coincide con el eje Y, entonces la pardbola es vertical. Si pasa por el punto (2, 3), dicho punto cumple con la
ecuacién x” = 4py; por tanto, se sustituye para despejar p.

F¥=dpy — (2F=4p(3)

Al conocer el parimetro se determina la ecuacion;

F=4py - x =4(1]y

4
r=—

33’

3,;2—4}*:(]

Por consiguiente, la ecuaci6n de la pardbola es: 3x* —4y =0,
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& ®e«:Calcula la longitud de la cuerda determinada por la pardbola x>+ 8y = 0 y Ia recta de ecuacién x — 2y — 8 = 0,
Solucién
La cuerda es un segmento de la recta dada, se encuentran los puntos de interseccion con la pardbola al despejar xo y

de la ecuacion de la recta y sustituir en la cuadritica.
Se despejayde x—2y-8=0— y=t;
Se sustituye en x? + By =0, se simplifica y se resuelve la ecuaci6n:

x2+s(s;2x)=u -+ 2-4@B-0=0 > L+4-32=0
Al factorizar;
(x+8)(x—4)=0
x+8=(]; x—4=0
8 x=—8 x=4
Alsusﬁhﬁrcstusvalurcseny=—2x,se obtiene:
i 8-(-8) _16 ; 8-(4) 4
Six=-8y= =—==-8§ Six=4,y= =—==1
ix ¥ 5 ) ix ¥ = 3
Los puntos de interseccitn son; (- 8, — 8) y (4, —2),
Grdfica:
Y

T "

F-2y-8=0

(-8 -8)

x2+gy =0

Se determina la distancia entre los puntos obtenidos;

d=\(4-(-8)) +(-2~(-8))
d= 144 +36

d= 180

d= 65

Por tanto, la longitud de la cuerda es 6+/5 unidades.
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Cariuio 8

EJERCICI

de

1
2
3
4

5

Parabola

O 26

Grafica y determina las coordenadas del foco, la ecuacidn de la directriz, la longitud del lado recto y la ecuacién del gje

cada una de las siguientes pardbolas:

Ly = 6, 2%% + 16y =0 11, =5
L 2= 12y 7. Z+6y=0 12, x ==y
.y =20x=0 8. 2y*-16x=0 13, izt
. xt= 16y 9. 24y = &

. 3%+ 48 =0 10. 32+ 8 =0

Encuentra las ecuaciones de las pardbolas con los datos dados:

14,
15,
16,
17,

18,

19,

BR =B

Vértice en el origen y foco en el punto (- 5, 0)
Vértice en el origen y foco en el punto (0, 6)
Vértice en el origen y foco en el punto (2, 0)
Vértice en el origen y foco en el punto (0, - 1)

1
Vértice en el origen y foco en el punto | =2 0

T

Weértice en el origen y foco en el punto ((],—3)
Vertice en el origen y directrizenlarectay +2=0
Vértice en el origen y directrizenlarecta x-6=0
Vértice en el origen y directrizen la recta 2y-5=0
Vértice en el origen y directrizen larecta 2x—3 =0

4
Foco en el punto [5, U} y directrizen larecta 3x + 4 =0

1
25, Foco en el punto [U, E] y directrizen larecta 4y + 1 =0

26. Vértice en el origen, su eje coincide conel eje X'y pasa por el punto (- 2, 6)

27,
28,

29,

Vertice en el origen, pasa por el punto (- 2, - 1) y su eje coincide con el gje ¥
Veértice en el origen, foco sobre el eje X y pasa por el punto (3, 4)

Vértice en el origen, foco sobre el eje ¥y pasa por el punto (—2. = g]

Resuelve los siguientes problemas:

30,
31
32,

A
34,
35,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

Calcula la longitud de la cuerda de la pardbola x* — 12y = 0, la cual es un segmento de larecta 3x -2y - 12 =0
Obtén la longitud de la cuenda de la paribola x ~)? = 0, la cual es un segmento de larectax— y—6 =0

Una pardbola tiene su vértice en el origen ¢ interseca a la recta x + 4y — 9 = 0, en el punto donde su abscisa es la
mitad de su ordenada. Encuentra la ecuacitn de la paribola (dos soluciones),

Determina la ecuacion de la pardbola con eje horizontal y vértice en el origen, que pase por los puntos de interseccién
delacurvax’+y* - 18 =0, y larecta x—y = 0 (dos soluciones),

Obtén la ecuacién de la pardbola de vértice en el origen y cuyo lado recto es el diimetro vertical de 1a circunferencia
@ +}'Z-ﬁx—27 =0

Determina la ecuacidn de la paribola de vértice en el origen y que tiene como lado recto el diimetro horizontal de la
circunferencia: x* + y* =4y -12=0
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Ecuacién de la parébola con vértice en el punto (h, k)
Sea una pardbola con vértice fuera del origen en (h, k), coordenadas del foco F(h+ p, k) donde p es el pardmetro
¥ su directriz x = i —p, Toma un punto P(x, y) que cumpla con la condicién de que la distancia al foco y a la directriz

sea la misma, es decir:

PF=PD

Al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos, d=q[(x,—x.]z+(y,—y,)z, y la de distancia de un punto a una

Ax+By+C
A+ B

La distancia de P al foco es;

recta d= » s¢ obtienen las distancias del punto Pal foco y a la directriz,

PF=\|(x=(h + p))’ +(y—k)

La distancia de Pala ectax—h+p=10es:

== _ Uxj+0(y}-ktp __

o
1]
I
"
-
+
=

Se igualan las distancias:

Jx= (04 p) #(y=k) =x-h+p

Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se obtiene:

(VGe=n=pF (=&Y =(x=n+ py
(x=h=p) +(y=k) =2+ B+ p* = 2hx + 2px - 2p
i apt -2 -2pc + 2p + ¥ - Uy + =2 - - 2 - 2px + 2hp =0
2 —dpr ~ 2y +4hp + B =0
¥ —2hy + I = dpx — dhp
-k =4p(x-h)

En forma andloga para una parébola con vértice fuera del origen en (k, k), coordenadas del foco en F(h, k + p) ¥
directriz en la recta y = k — p, se obtiene:

(x— )2 = 4p(y k)

110



Cariuio 8

Parabola
Elementos y ecuacién de una pardbola con véttice en (h, K
Pardbola horizontal
Su gje es paralelo al eje X y es concava hacia la derecha o izquierda.
Ya D Ecuacion ordinaria;
| (y—-k)2= 4p(x - h)
Ecuacion general; Cy* + Dx + Ey + F =0
Vértice: V(h, k)
L e Foco: F(h+ p, k)
Directriz (ﬁ} x=h-p
Eje:y =k
i Lado recto: LR = |4p|
7 .
Dl =h I
Concavidad
© 8ip >0 entonces la pardbola es céncava hacia la derecha,
© 8i p<0entonces la pardbola es céncava hacia la izquierda.
Parébola vertical
Su gje es paralelo al eje ¥, y es concava hacia arriba o abajo.
Y 4 Eje Rl prilngrt:
(x=h)* = dp(y - k)
Ecuacién general; Ax® + Dx + Ey + F=0
Vértice: V(h, k)
s Foco: F(k k + p)
Directriz (ﬁ} y=k-p
D D’ Eje:x=h
' Lado recto; LR = |4p|
i X
Concavidad

© 8i p>0entonces la pardbola es céncava hacia arriba,
© 8i p< 0 entonces la paribola es céncava hacia abajo,
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Solucién
'S El término cuadritico es y, por tanto, la paribola es horizontal, entonces se agrupan los términos con y en el primer
miembro de la igualdad.

_g_ 1 @ Determina los elementos y grafica la pardbola y? — 6y —8x + 17 =0,
£
S

y—6y—8x+17=0
¥ —6y=8x-17
Se completa el trinomio cuadrado perfecto en el primer miembro y se factoriza,
Y -6y+9=8c—17+9
(y-3P =8R8
Se factoriza el segundo miembro de la igualdad, tomando como factor comiin el coeficiente de la literal;
(»-3P=8(x-1)
La ecuacién que se obtiene es de la forma: (y — k)* = dp(x — k), por consiguiente, el vértice es el punto:
W(1, 3), 4p = B, de donde p = 2.
Se sustituye en los elementos de la parfbola horizontal,
Foco: F(h +p, k) =F(1+2,3)=F(3,3)
Directriz; x=h-p=1-2=-1—=2x+1=0
Lado recto; LR=14pl=14(2)1=181=8
Ecuacitn del eje: y=k; y=3
Grdfica:
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7 @« Encuentra las coordenadas del vértice, del foco, la longitud del lado recto, la ecuacidn de la directriz y del eje de la
pardbola 4x* + 48 + 12y + 156 =0,

Solucién
La pardbola es vertical, ya que el término cuadrdtico es x; para transformarla a su forma ordinaria se realiza lo siguiente:
4x? + 48x + 12y + 156 =0 Se divide la ecuacidn entre 4,
224+ 12e+3y+39=0
x4 12x=-3y-39 Se agrupan los términos en x,
x4+ 12 +36=-3y—-39+36 Se completa el trinomio cuadrado perfecto,
4+ 12 +36=-3y-3
(x+6P=-3(y+1) Se factoriza cada miembro,
La ecuacitn obtenida es de la forma: (x — h)* = 4p(y — k), por tanto, el vértice tiene como coordenadas V(—6,— 1),
4p=-3 donde p= —%.
Se sustituye en las formulas de los elementos para la pardbola vertical:

Foco: Fih, k+p) = F[—G,— 1+(—%)] =F[-6,-%J

Directriz:y =k -p

y=—1-(-—] s y=—-i- — y-i-ia:(] — 4y+1=0

3
Lado recto: |[4p|= ‘4(—3)‘ =|-3=3

Eje:x=h
x=—06-3x+6=0

Grdfica:

A=

Yy
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3 ®¢-Determina la ecuacién general de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (- 4, 3} y (- 1, 3), respectivamente,
Solucién
Se grafican los datos y se observa que la pardbola tiene su eje paralelo al eje x Yf“
y es concava hacia la derecha, por consiguiente su ecuacién es de la forma 7 g

4 e

(y=-kP=dp(x-h)conh=—-4,k=3yp=3.
Al sustituir los valores en la ecuacion se obtiene:

o .

(y—3P2=403)(x—(—4) Vv
Forma ordinaria; v-3P=12(x+4)
i
Se desarrolla y simplifica: Y —6y+9=12x+48 T X
Y -6y+9-12%-48=0 '.\
Forma general; ¥y -12x—6y—-39=0 T

Por consiguiente, la ecuacién de la pardbola es: y* — 12x — 6y -39 =0,
La directriz de una pardbola es la recta y — 1 = 0, y su foco es el punto (4, — 3), encuentra su ecuacién,
Solucién

Se grafican los datos: 6

)

Al relacionar las f6rmulas de los elementos de la pardbola vertical con los datos, se obtienen las coordenadas del
vértice y el valor del pardmetro,

Foco; F{h,k+p)=F(4,-3) >h=4yk+p=-3
Directriz: y=k-p=1—k-p=1

Se resuelve el sistema de ecuaciones;
k+p=-3
k-p=1
Los valores que se obtienen son;
h=4k=-1yp=-2
Las coordenadas del vértice son V{4, — 1) y el parimetro p = —2

Se sustituye el vértice y el parimetro en:
(x—h)* = 4p(y — k)
-4 =4-Dy+ 1)
(x-4P=-8(y+1)
P-8x+16=-8y-8
¥ —Br+By+16+8=0
B+ By+24=0

Por tanto, la ecuaci6n de la pardbola es: x* — 8x + By + 24 =0,
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EJERCICIO 27
Dadas las ecuacicnes de las pardbolas, determina sus slementos: vértice, foco, directriz, eje y lado recto.

. ¥=10y-12c+37=0
L 2 -12x+ 16y +68 =0
¥+ By+20x+56=0
A+2%x+dy-19=0
¥-8-16=0
P-24y+48=0

2+ 8-6y+28=0

L P =5x+6y+13=0
4 —12x - 16y +41 =0
. 16y + 8y -24x+49=0
A —dx-16y-23=0
.3+ 6y-4dr+15=0

2 -dy+ 1=0

14, 42 -5x+5=0

R N

— o j—
W = O

Resuelve los siguientes problemas:

15, Encuentra la ecuacién de la pardbola cuyo vértice es el punto V(2, 4) y su foco F(-3, 4)

16, Obtén la ecuacion de la pardbola cuyo vértice es el punto V(3, - 1) y su foco F(3, - 5)

17. Encuentra la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (3, 2) y (5, 2), respectivamente.
18, Obtén la ecuacitén de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos ( -5, 2) y (- 5, 5)

5
19, Determina la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (2, - 4) y (E,—at)

8

1
Determina la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos ( -3, -2) y (—3,5)

3
—

. Hl foco de una pardbola es el punto (-2, 6) y su directriz x = 10, Encuentra su ecuacién,

Obtén la ecuacitn de la pardbola cuyo foco es el punto (4, 5) ysu directrizla rectay + 3 =0

Determina la ecuacitn de la paribola cuyo foco es el punto (6, ~ 4) y su directriz larecta x + 4 =10

Hl foco de una pardbola es el punto (0, — 6) y su directriz la recta y — 8 = 0. Obtén su ecuacidn,

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo foco es el punto (- 5, 2) ysu directrizx =2

Encuentra la ecuacitn de la pardbola cuyo foco es el punto (7, 3) y su directrizlarectay + 2= 0

Determina la ecuacitn de la pardbola con vértice en el punto (1, —3) y directrizla rectay + 5= 0

. Obténla ecuacion de la pardbola cuyo vértice es el punto (- 3, 5), sulado recto mide 24 unidades y su eje es paralelo

al eje ¥ (dos soluciones),

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo vértice es el punto (5, 2) y su foco es el centro de la circunferencia

2+ +-dy-4=0

30, Determina la ecuacidn de la pardbola cuyo foco es el punto (3, — 2) y su vértice es el centro de la circunferencia
X4+y-6x-8y+20=0

31. Encuentra los puntos de interseccién de la pardbola y* — 8y — 16x + 64 = O con larecta 4x + y - 24 = 0

SEREBR

]
[==]

2

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s
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Ecuacién de la paréabola que pasa por tres puntos
Dados tres puntos P, P, y P,, que pertenecen a una paribola horizontal o vertical, su ecuacion se obtiene mediante

Ias siguientes ecuaciones:

AY

41

Py

Y

EJEMPLOS
8 1
% | P(-1,1), O(-1,-1) yR(-5,0)
iu Solucion
Al graficar los puntos se obtiene:

Para el punto P(— 1, 1)
Para el punto (- 1, — 1)
Para el punto R(-5, 0)

Se obtiene unsistema de ecuaciones:

Al resolver el sistema se obtiene: D=—%,E=0,F= -3

Se sustituyen estos valores en y* + Dx + Ey + F= 0 y se simplifica;
}*’-%x+ﬂy—%=ﬂ

Por tanto, la ecuacidn de la pardbola es: 43" —x-5=0,

Ecuaciones generales de la pardbola

Pardbola horizontal;
V+Dx+Ey+F=0

Pardbola vertical;
xX’+Dx+Ey+F=0

®#-Determina la ecuacidn general de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa por los puntos:

H eje de la pardbola es paralelo al eje X, entonces la pardbola es horizontal y la ecuacion que se utiliza es:

Y2+ Dx+Ey+F=0

Ecuacitn 1;

Ecuacidn 2;

Ecuacidn 3;
D+E+F=-1
D-E+F=-1

-5D+0E+F=0
5

Al sustituir los puntos P(— 1, 1), @(— 1, — 1) y R(— 5, 0}, se obtienen tres ecuaciones con tres incognitas;

(1P+D(-1) + E(1)+ F=0
~D+E+F=-1
(~12+D(-1) + E(-1) + F=0
D-E+F=-1

(07 + D(-5) + E(0) + F=0
—5D+0E+F=0

4y —x-5=0
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EJERCICIO 28

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X y pasa por los puntos:
L (L0)(9 2)y(©-1) 3. (19,2),(10,-1)y (7, 0)
2, 00),(L-2)y4-4) 4, (12-4), 2,5y 3)
Obtén la ecuacion de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje Yy pasa por los puntos:
5, (L0} (5 B y(-215) 7. (0, 1), (-23)y(L,6)
6. (3,10, 0, Dy(-25) 5. (0.3) aoyca-s

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

A continuaci6n se dan ejemplos de problemas donde se aplica el concepto de paribola,

1 El didmetro de una antena parabdlica es de 1.5 metros y su profundidad es de 25 centimetros, ;A qué altura se
debe colocar el receptor?
Solucién
La reflexiGn es una de las propiedades importantes de la pardbola, Cuando una onda emana del foco y choca
con la pardbola se produce una reflexién paralela al eje y viceversa si la onda viaja paralela al eje, al chocar con
Ia pardbola, se refleja y cruza por el foco, Luego, si se gim una pardbola sobre su eje, se obtiene una superficie en
revolucion llamada paraboloide, es la forma que tienen precisamente las antenas parabélicas,

Y A

>
X

Se construye una pardbola con vértice en el origen y eje vertical, si el difmetro de la antena es de 1.5 metros y su
fondo mide 25 cm, entonces la pardbola por ser simétrica, pasa por los puntos (— 0,75, 0.25) y (0.75, 0,25), por
tanto sustituimos uno de estos puntos en la ecuacitn:

x* = 4py, para despejar p.
2 =dpy

(-0.75)* = 4p(0.25)
p=0.5625

Las coordenadas del foco estdn dadas por F(0, 0,5625), por consiguiente, se debe colocar el receptor a 56.25
centimetros del vértice.
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Las dos torres de un puente colgante, como se muestra en la figura tienen una separacién de 240m y una altura de
110m, si el puntal més corto mide 10m determina la altuma de un puntal que se encuentra a 100m del ceniro,

\ [

Solucién
Se construye una pardbola con vértice en el origen y eje vertical, si las torres estdn separadas 240m y su altura con
respecto al vértice de Ia pardbola es de 100m (110m — 10m = 100m), entonces la pardbola pasa por los puntos:

(- 120, 100) y (120, 100)

Se sustituye el punto (120, 100) en Ia ecuacitn x? = 4py para obtener p.

wo T (120, 100)

1
=
=

1
b
a
=
-

N

x2=4py
(120)2 = 4p(100)
p=36

Por tanto, la ecuacién es
£=436)y - F=144y

Para encontrar la ordenada cuya abscisa es x = 100, se sustituye en la ecuacion obtenida;
(1007 = 144y
y=169.44

El puntal que se encuentra a 100 metros del centro mide:
69, 44m + 10m = 79.4m
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Ecuacién de una recta tangente a una parébola
Si se tiene una pardbola con vértice en el origen y una recta tangente en el punto (x;, ¥,), la ecuacion de la recta estd
dada por;

Horizontal; y -y, = %(x—x,,} Vertical: y -y, = %“ (x —x,)

Si se tiene una pardbola con vértice (h, k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (x,, ¥, la ecuacién de la
®rcta estd dada por:

2(yo ~k)

X —h

Horizontal: y -y, =iﬁ(x_xn] Vertical: y-—y, =

(%=x)

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Determina la ecuacitn de la recta tangente a la pardbola y* — 12x= 0, en el punto (3, 6).
Solucién

Se sustituye el punto (3, 6) en la formula;
X
Y=Yo= 5 G-%)
6

a
De donde se obtiene la ecuacion:
x-y+3=ﬂ

Determina la ecuacion de la recta tangente a la pardbola 4x* + 5y= 0, en el punto (5, — 20).
Solucién
Se sustituye el punto (5, —20) en la férmula;
y—yu=ﬁ(x—xo} — y—(—20]=@(x—5] —- Br+y-20=0
Xa
Por tanto, la ecuacién de la recta es: Bx+y—-20=0,
Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva x* — 8x + 8y + 24 =0, en el punto (8, — 3),
Solucién
Se transforma la ecuacidn de la pardbola a su forma ordinaria,

P-Br+8y+24=0 - (x—42=—8y+1)
Se sustituye el vértice V(k, k) = V(4, — 1) y el punto (B, —3) en la férmula y se obtiene:

3) = 2('3'('1)](

= == R—4

2(y, _k](x—xu]

-8 +y-5=0
o x=8) > x+y

¥Y=»=

En consecuencia, la ecuacitn de larectaes: x+y—-5=0,
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EJERCICIO 29

v ®Ho

10,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

L

Resuelve los siguientes problemas:

Dos torres de 24 metros de altura sostienen un puente colgante, como el que se muestra en la figura. Si las torres
estdn separadas 36 metros y el puntal mds corto mide 6 metros, jcudl es la altura de un puntal que se encuentra
a6 metros del centro?

24 m
o
T
6m
L
—
6 m .
36m '

El didmetro de una antena parabélica es de 2 m y su profundidad es de 40 em. ;A qué altura se debe colocar el re-
ceptor?

Se desea disefiar un faro que tenga 30 centimetros de didmetro. El filamento de la bombilla se encuentra a 3 cm del
wértice. ;Qué profundidad debe tener el faro si se quiere que el filamento quede justo en la posicién de su foco?

. 8i en el ejercicio anterior se quiere que el faro tenga 275 cm menos de profundidad, ;cudnto debe medir el did-

mefro?

Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x* — 8y = 0 en el punto (4, 2)

Obtén la ecuacidn de la recta tangente a la pardbola y? — 6x = 0 en el punto (24, 12)

Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x” - 4x — 8y + 28 = Oen el punto (10, 11)
Calcula 1a ecuacién de la recta tangenie a la pardbola y* = 12x + 6y + 57 = Oen el punio (16, 9)
Determina la ecuacion de la recta tangente ala pardbola y* — 4x + 4y + 28 = Oenel punto P(15, 4)

Obtén la ecuacidn de la recta tangente a la pardbola x? — 8x — 6y + 4 =0 en el punto (6,—%]
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