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CAPITUIO 14

IDENTIDADES Y ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

PITAGORICAS

!
/
Identidades

g

_\-‘m‘:’ - coF &
— -

Definiciones de
ingulos del libmo
Los elementos de Euclides

si se denomina a las identidades

f s que resultan del teorema de Pitago-
ras y se obfienen del circulo unitario
mediante un tridngulo recténgulo de hipo-

tenusa 1 y catetos con longitudes sen a y
cos a.

Por definicion del teorema de Pitdgoras:
[1)2 = [sen a? + |cos a)?
1 =sen’ a+cos’ @

A la cual se le denomina identidad funda-
mental.




14 CariTuio

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Identidades trigonométricas
Son igualdades en las que intervienen funciones trigonométricas y es viilida para cualquier valor angular,

Obtencién de las identidades trigonométricas basicas

Para determinar las identidades se hace uso de las definiciones de las funciones trigonométricas.
Enel tridngulo las funciones del dngulo a se definen;

B
a a c
5En 0 = — an @ = — 8¢ & = — a
¢ b a
b b c o
oS ax = — g o = — 56 o = —
¢ a b b
Al multiplicar una funcitn directa por cada una de sus reciprocas se obtiene:
(sen a)csc ) = [g]- [E] = S0y
' a ¢ a
(cos o Jsec a) = [2] [EJ = u =1
c b c-
a b a b
&1 I == |=|= =— =1
X 3= 3): (3 = 52
Por tanto, se deducen las identidades reciprocas.
Identidades reciprocas
(sen a)csc a) = 1 (cos a)(seca)=1 (fan a) (ctg ay = 1

Al realizar los respectivos despejes en las identidades anteriores, se obtienen las siguientes relaciones:

1 1 1
fan o« cSC X =
C8C o g o SEn

1 1 1
cos a = clg @ = —— seca =
sec a tan o cos o

sen o

Identidades de cociente
Si se realiza el cociente de la funcién seno (sen a) por la funcitn coseno (cos a), se obtiene la funcidn fan ac

ha
ser o _ac

=5 =—=— =lana
cosa b b-oc

c

De manem andloga se obtiene la funcitn cotangente (crg a),

g
msa=i=bl—=—=.ﬂgﬂ‘
sena 9 a- ¢

[

Por tanto:
sen o co8 o
ana = 4 clga =
cos a sen a
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Identidades pitagdricas
En el tridgngulo se aplica el teorema de Pitdgoras;
a +b*=c’ Se divide enire ¢*a ambos miembros,
a b’ ;
c_z+c_z=1 Se aplica la ley de los exponentes.
aY (bY
(E] +[;] =1 Los cocientes son equivalentes a las funciones sen ¢ y cosa

(sen @) + (cos ) =1, por consiguiente sen’ @ +cos'a = 1

En forma semejante se obtienen las demis identidades pitagdricas, entonces:
senfa+cofa=1 ; ranfa+l=secla vy l+eagla=csc’ a

De las identidades anteriores se realizan despejes, con el fin de obtener otras identidades:

sen"o +cos'a =1 ranfe +1=sec’a 1+-:rgz a =csc’a
sen @ =+ [1-cos’a) tana =zt [(sec’a -1 cagea=t ,,’(csc’a -1)

cos o

+ ,ﬂl—wu’a] sec o

Demostracién de identidades trigonométricas

+ fran'a + 1) osca =+ fag'a + 1)

Para realizar la demostracién de una identidad trigonométrica se aplican procesos algebraicos como la factorizacion, las
operaciones entre fracciones asf como su simplificacién, ademds de las identidades trigonométricas bdsicas.

La aplicacitn de estos procesos depende de la identidad en si; esto significa que no existe un orden o procedimiento
especifico, debido a esta situacidn sugerimos iniciar con el lado méds complejo o elaborado de la igualdad, con el fin
de llegar a demostrar el lado més sencillo, como a continuacién se ejemplifica,

EJEMPLOS .
3 § o cosx
% 1 ®¢ Demuestra la siguiente identidad: sen x = @
§ Demostracién
[ Se trabaja del segundo hacia el primer miembro, se sustituye cfg x = % y realiza el cociente correspondiente;
cosx cosx SENX - COSX
serx=—— — sen x = — senx =
crgx COsx cosx
senx
senx =senx

Por tanto queda demostrada la identidad.
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Demostracién

senfB +cosPBctg B =csc B

sen +cos B pas f =csc B
sen B3

sen B+ co’ =csc B
sen 3
sen” B +cos” B
———io e B
sen 3
1
w—mﬂ =csc B

csc B =csc B

Finalmente, queda demostrada la identidad.

3 ®e Demuestra la siguiente identidad:

Demostracion

osc a
tan a+ e1g a

Se realiza la suma del denominador,

Yposteriormente la divisin,

Se sustituye sen” a +cos" @ = 1

Yfinalmente se simplifica la fraccién:

=Ccosa

2 ®e-Demuestra la siguiente identidad: sen B + cos B c1g B = csc B

Para esta identidad se trabaja con el primer miembro para obtener el segundo,

s utlliza In identidad del cociense crg 8 = <=5

sen B

se efectiia el producto,
se realiza la suma fraccionaria,

se sustituye la identidad pitagérica sen” B + cos'B = 1

1
se aplica —— =csc
p = B

o8¢ O

——————=cos &
tan a+clg a

Se utiliza el primer miembro de la igualdad y se realizan los siguientes cambios:

1

— — SeRd  _ aeqy
Wﬂﬂ'_'_mﬂ'

Cos & Sen o

1
_!lgﬂa_wi_=mga
Sen ax+c¢ o

Sen o - CO8 -

el o - Cos
Sen o - {seniar+mszcr}

=Cos o
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4 ®e-Demuestra la siguiente identidad:

cosx _ l+senx

I1—senx Cos X

Demostracion
Se utiliza el segundo miembro como base para la demostracion;

cosx _ l+senx
1— senx COs X

cosx  l+senx 1—senx
1—senx cosx l—senx

Se multiplica por el conjugado del numerador.

cosx  _ 1—sen’x
l—senx (cosx)(1—senx)

se reemplaza 1 —sen’ x = cos' x.

Lo cos'x se simplifica la fraccién.
I-senx (cosx)(1—senx)
s SRR ] £ se demuestra la identidad,

l-senx l—senx

5 ®e-Demuestra la siguiente identidad:

2cof x—1=1-2sen’x
Demostracion
En este caso se utiliza el primer miembro para obtener el segundo,

Zeos’x—1=1-2sen’ x Se utiliza la identidad 1 = sen?x + cos® x.
Zeos® x—(sen’x +cost x)=1-2sen’ x
2e08? x —sen’ x —cos x=1-2sen’ x se simplifican términos semejantes.
cof x —sen’ x=1-2sen’ x se emplea cos® x =1 —sen’ x,

1-ser’x —sen’ x=1-2gen’ x
1-2sen’*x=1-2sen’x

Por lo que la identidad queda demostrada.
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& ®e-Demuestra la siguiente identidad;
cos @ —sen’a _ l—tana
1+ 2sen - cos l+tana

Solucién
Se utiliza el lado izquierdo para demostrar la identidad:

a 2
— 1—1 a i
cos a —sen a _ W, ot b St sand m et e
1+2sen e - cos a 1+ fan o

2
costa —sen” a 1—tan x i 1
5 — = se factoriza denominador y numerador
sen a+2gena - cosx+cos o l+na

COS x—sen &) (CoS & +5en 1= P :
( A 3 L, lnn se simplifica la fraccién
(sen a+cos a) 1+fan a

COS @ —Sen 1—ran . i
= < - = se divide entre cos o numerador y

Sen a+ cos o 1+ ran a denominador

cOS o —Sen o
cos o =1—:ar:a oy 1—tan a o 1—tan a

sena+cos &  l+pan o 1+ ran o L+ ran a
oS o

EJERCICIO 42
Demuestra las siguientes identidades:

1, senx(1 4+ corx)=senx+ cosx

2. (1 +tan’x)cos x = sec x

sen x\’ 1 3
(el

tanx csex
4, (sec x + senx + cos” x)(sec x - 1) = tanx
5. cscB(1-cos?0)=sen B

6, ﬂga=csca
cos a
1-sen” i
T = cos” ¢
‘b
B. ctg?y—-cos? y=crg’ ycos®y
+
9. seys TEYFImMY
cse y
10, 1+cas-:n= sen w
sen w 1—cos w

11, sec B -senB-ctgfB=1
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12,

13,

14,

15,

16,

17.

18.

19,

20.

21
22
23,

24,

25,

26,

27.

28,

29,
30,

31,

32,

2cos’x -1
clgx—tanx =
fenx - cosx
1 1
2esc’y = +
l1-cosy l+cosy
=ofca - clga

csc a +clg a

3sen’ x = 9senx - ctg x + Teos x —4deos x = (deos x = 1)(cos x = 3)

2
fan” x
cos x + +sen’ x=secx
1+sec x

cos* x4 sen’ x + sem’ xcosx=1

Jl—cas.ﬂ & Jl+casﬁ Z2%ie B

I+cos B l—cospB

cos x (2sec x + tan x)(sec x — 2an x) = 2cos x - 3tan x

2
|4 Senxocgx
1+ sen x
2sen® x+ cof x)=Msen* x + cos* )+ 1=0

senx (1+cigx)=cos x (1 + tanx) + ser’ x (1 + crg x)
(csc x—senx) + (secx —cosx)P =ran’ x + crg’x -1
2-csc’x
tanx —1
+
fanxtcgx _ o 3

CSC X —Sen x

—cse’x+1= clg x

COsX —fec X
Sen X —CSC X

=se.cx{se.c2x- 1) sen x

3 2
$eCT X —Secxtan” x
sec’ x =
(1—sen x)(1+sen x)

1
sen’x + fan’ x + cos" x =
cos’x

sec? x + csc? x = (cse x sec x)*
sec? x = senx csc x + sen x (sen x sec x)
1 1 2

cscx+coIgx cIgx — cscx senx

1-crgx = J{cse*x — 2e1g x)

O Este ejercicio no tiene soluciones al final del libre por ser demostraciones s
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Obtencién de las identidades trigonométricas
de la suma y la diferencia de angulos

Considerando que OB L BC, OC L DC, se realiza una proyeccién de OD con el eje X yOA L AD, DE L CE,
donde AE = BC . asf como AB =CE

Para obtener sen (o + 3)
Y.
[i}
E c
B
o
o A B x
AD —_ e —
senla+B)= — pero AD=AE+ED;
oD
entonces, TEiED TR 5D
sen(a+ B)= ——— sen(o+ Bl= — + —
oD oD oD

Para obtener las funciones trigonométricas de los édngulos ay B

BC AE

CE €D
sena= — = — = — ...(1 senB= =—..(3
oC oOC CD & B oD &)
cosen ol wll i) cosp=25..@
oC CD 0D

Si se realiza el producto de (1) y (4); (2) y (3) se tiene:

AE OC AE
sena)cos Bl = —= "= = =— ...(5
( Neos F) oc oD oD @
CD ED ED
sent Bcos ) = —— " == = — ...(6
(szn B)( }GDCD e (&)
Al sumar (5) y (6):
AE ED
sen ) cos B) + (sen B cos a) = — + —;
t W cos B) + (sen BX }OD+OD

Se obtiene sen (x + 8), entonces:
sen (& + B) = (sen a)(cos B) + (sen B)(cos a)

Para obtener cos (a+ )
OA -
cos(ax+ ) = — o OA=0B-AB.
oD I
entonces,
OB-AB OB AB
Cos (o + = — cos (¥ 4+ E ———
( A oD ¢ A oD oD
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Si se realiza el producto de (2) y (4); (1) y (3) se tiene:

{cosafeos B = — " — = — ... (T)

_CE.CD_CE_AB
(se'mtar,‘.l(.s*e'mt.El}-ﬁ — = =— = — ... (B)

Al restar (8) de (7):

OB AB
(cos a)(cos B) — (sen a)(sen B) = e

Se obtiene cos (a+ B)
cos (& + B)=(cos a)cos B) - (sen a)isen B)
Para obtener ran (a + [3), se emplean identidades basicas;

:an(a+ﬁ}=%; tan(a+ B) =

(sen ex)(cos B)+(sen B)(cos o)

(cos o) (cos B)—(sen at)(sen B)

Si se divide entre (cos a)(cos 8) # 0, entonces,

(sen &) (cos B)+(sen B)(cos @)  (sen &)(cos B)  (sen B)(cos @)
T (cos @)(cos B) _ (cos@)(cos B) (cosa)(cos ) .
(cos &)(cos B)—(sen at)(sen )  (cosa)(cos B) _(sen a)(sen B)
(cos a)(cos B) (cos ) (cos B) (cos a)(cos B)
(sen a]+(m= B)
aepg o (cosa) (cosB) _ tana+wanB
RS _(sena) (sen B) " 1-tana-tan B
(cosat) (cos B)
Finalmente se deduce que:
_ tma+tanf
tan (a+ )= —l—tma-amﬁ

Para obtener las identidades trigonométricas de la diferencia se emplean las identidades de los dngulos negativos en
funcién de dngulos positivos, es decir;
sen (- x) =-sen (x) cos (- x) = cos (x) tan (- x) == tan (x)
Por tanto;
sen (a+ B) = (sen a)(cos B) + (sen B)Ycos a)

Se cambia S por — B y se obtiene:
sen (a— B) = (sen aXcos(—B)) + (sen (—5))cos a)
sen (o = B) = (sen a)cos B) - (sen PB)cos &)

De una manera semejante se realiza la diferencia para las demds funciones trigonométricas y se obtiene:
cos (o = B) = (cos a)(cos B) + (sen a)(sen )

fan & - tan B

Lt l+tana- tan §
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Resumen de formulas

Identidades trigonoméiricas de la suma de dngulos:
sen (a + B) = (sen a)(cos B) + (sen B)cos a)
cos (a + B) = (cos a)(cos B) - (sen a)(sen B)

B LE L O 1‘:“;::33

Identidades trigonoméiricas de la diferencia de dngulos:
sen (& = B) = (sen a)cos B) - (sen B)cos «)
cos (@ = B) = (cos a)(cos B) + (sen a)(sen B)

o tma-tmp
BRicS = L+ian a-tan

Valor de una funcién frigonométrica para la suma y la diferencia de angulos

Los valores de las funciones trigpnométricas de dngulos notables se emplean para obtener el valor de una funcién
cuyo dngulo se pueda descomponer en una suma o diferencia,

EJEMPLOS
pd n.n
.g' 1 e- Obténelvalurdc&en( ]
‘g

Solucién
Al aplicar la identidad para el seno de la suma de dngulos, se determinaque
1y T

3eﬂ#z—-ﬁn£m3£+m3—ﬁn—-
T RN Ny 3. g S

2 @e-Calcula el valor exacto de tan (90°— 60°).
Solucién
Se aplica la identidad de la tangente de la diferencia de dngulos y se obtiene:
tan 90° - ran 60°

tan (90°-60°) = —— —
1+ tan 90°%an 60°

La ran 90° no estd definida, por consiguiente, se multiplica la identidad mn(a—ﬁ}=% por la unidad
expresada como L e
crgo

:an(a—ﬁ}=[ tano —tan B Ic:ga ]! tanoctgoi—tan Betg o
I+tanotanf | cigo: | cigoe+tanctanPeigo
Por identidades ran o ctg o= 1, entonces:

1-tanPciga _ 1-tanfeiga
crga+1(tanf) ctgo+tanf

Sustituyendo o= 90°, f=60° y posteriormente los valores de ctg 90° = 0 y ran60° = /3, se obtiene como resultado;

tan(oe =)=

1-1an60°c1g90° 1-(3)0) 1-0 1 1 3 3
00_&]0 = = = —— = ——— = —
i ) c1g 90°+ ran 60° 0+.3 bBOSB A 3
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3 ®e-Expresa en funcién de x la identidad ms(g ﬂ—x]
Solucion
Se aplica la identidad del coseno de la diferencia de dngulos:
cos(a— B) =cos acos B+ sen a sen 3

Se obtiene:

3 3 3

cos[iar—x] = msE# msx+sen5a'r senx =(0)cos x+ (- 1)senx
=0-genx

=—%€nx

Resulta que, cm[%ﬂ—x] =-—senx

EJERCICIO 43
Aplica las identidades de suma o diferencias de dngulos y determina el valor de las siguientes funciones trigonométricas:
F I i
1. L 5, -= 4 =-
3en[2+6] .m{;'r 4] 9 :an[4 ﬂ]
3 | o 6. cos(270° — 45%) 10, ctel20-1x
4 3 4
non
3. sen(45° + 60° e
sen( ) cig| > 3]
4, 1an(45° +90°) 8 osc E+%]

Expresa en funcién del dngulo indicado las siguientes expresiones:

i1 sm[&+%] 15. s g—a] 19. tan(3n - a)
12, ca.s{gx—x] 16, crg E+,'5‘ 20, wn(éﬂ_g
4 4 4
8
13, sen(2m + B) 17. cos x—gn‘]
T
14, :an[i—x] 18, sec(m + 2w)

O Vaerifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Aplicacién de las funciones trigonométricas
de la suma y la diferencia de angulos

Para determinar el valor de una funcitn trigonométrica de determinados dngulos, éstos se descomponen como la suma
o la diferencia de dos dngulos notables,
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EJEMPLOS °
.i ] @#: Determina el cos 75° y expresa 75° como una suma de dngulos notables,
E_ Solucion
e Hl dngulo de 75°, como la suma de dngulos notables, es 75° = 30° + 45°
Entonces,

cos 15° = cos (30° + 45%)
Se emplea la identidad cos (x + B) = cos acos B —sen a sen B
cos (75%) = cos (30°+ 45°) = (cos 30°)cos 45°) — (sen 30°)(sen 45°)
Al sustituir el valor de cada funcitn trigonométrica, se determina que:

— [%E][E}[A][ﬂ} £_i_&-5

2 | 12)] 2 4 4 4
J6 -2
4

Por tanto, cos 75° =

2 ®e:Determina ran 15° y expresa 15° como una diferencia de dngulos notables,
Solucién
Hl dngulo de 15° se expresa como 60° — 45°, entonces:
tan (15°) = tan (60°- 45°)
tan o —tan B

i e e s G e

B =45

en la que se sustituyen los valores de los dngulos a=60° y

tan 60° — ran 45°

1+tan 60° -fan 45°

Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas de los édngulos notables:
f-1
1+(\f§](1] e

tan (15%) = tan (60°- 45") =

tan (15°) = tan (60°- 45°) =

Al racionalizar el denominador, se obtiene:

tan 15° =2 - /3
3 5
3 ®e-Calcula las funciones trigonométricas bésicas de (a + B) si sabes que sen a= 3 para % Sas<mytanfB= 13 P
3r
£8< 2=
T<p< 5
Soluciéon
Se obtienen las funciones de los dngulos & y B, con el teorema de Pitigoras y se respetan los signos de las funciones
en los cuadrantes indicados,
Para sen o, el segundo cuadrante Para ran 3, el tercer cuadrante
: ¥ i
4
5
3 -12
=4 '_x _5 i
13

3 4 3
Funciones del dngulo o sema=,cosa=-_ ylana=-,

Funciones del dngulo B: aenﬁ:—l—z ,cos 3= —% ytan B= %
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Por consiguiente, estos valores se sustituyen en las identidades de sumas de dngulos.

sen (a+ B) = (sen alcos B) + (sen B cos a) = [%][_E}[_i}[_:_]

13 13

tm(a+ﬁ}=7’ma”mﬁ =
1—fan «t-fan f
Por tanto, los resultados son:
16 16
sen(a+ﬁ}=—E,c03( ﬁ}-—}'!an( ﬁ}-—a
4 ®e Demuestm la siguiente identidad: -
2t
arctan —— —arcetg Nt =arc sen
Solucién £l * ¥kl
Sean 8 = arc tan fi; ya=arc cigt ,entonces 0 —a = arc sen :f= que es la identidad a demostrar donde
tan 8= f—"ri yorga= Jr
Se construyen los tridingulos respectivamente,
Para el éingulo 8 Por el teorema de Pitéigoras
K= (2] +(@-1)°
h=r+1 h= Jat+t'-2t+1
2t
= VT +2t+1
9 k= (t+1) =141
-1
Para el dngulo a Por el teorema de Pitdgoras
K =(Jt )+ (1)
h=<t+l
1 = t+l
s 4
i
Se realiza la demostracitn aplicando seno a (6 — a)
sen (8- a}—senﬁ'cosa —sen acos @
241 -1 i
Pero sen = —— ,cos0=— ,cos a= sena= ,cntmces
r+1 r+1 :f }' J
PN I Y o S o £ N (29 1

o aen(ﬂ—a}=;+1 Veel  rel 141 (r+1)Vi+l (;...UJ? T |

1
0 —a=arc sen ——
v+l N+l

sen (@ —a) =

Asi queda demostrada la identidad,

—
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EJERCICIO 44
Determina los valores de las sigulentes funciones trigonométricas y expresa los dngulos como suma o diferencia:
1. ran 105° 3. csc 15° 5. ran255° 7. tan345° 9. csc255°
2, cot75° 4, sec 105° 6. cos 285° 8. sec 165° 10. sen 165°

11, Si casa=—§ con Eiaiﬂ ¥ lanﬂ=§oun(]£ﬁ'£%.hallasen(a+ﬁ}. cos(a + B) y fan(a + B).

3 3
12, Sirana =1con ﬁiaiiﬂ y sec B =2cun5#£ﬂ£2#.haﬂasen{a-ﬁ}. cos(a — B) y tan(a - B).

3 3
13, Sisec e = -3 con xSaS-z-:t ycigB= V2 cunﬂs_ﬂs-;-.lnllalasseisfunciunesuigumméu'icasde{a+.8}
y (e = B).

Demuestra las siguientes identidades:

14, | sen (m—x) + sen (% —x)][mtx - cosx] = 1 - 2cos’x

15, m(% +x] - cos (& —x]] - [mt(g +x] +m3(§ +x]] = 2senx
16, cos (%—x) — sen (7w + x]] - [co.s(;'l.' +x) + ms(% + x)] = 3senx+cosx

,eo2) efeor)

18, mn(r - o ~sen[a + 32—#] - sen(m — o) =1 - cos” &

19, [sen @ = senB]’ = 2cos(cx + B) + [cosa + cos B’ = 2

2. sec(m - @) _ sen(n + o)

pe =mnw — 1
csc(— " a;] cos(m + )
2
21, cse(m - y) + ol seny
tan(m + y)
csc(f + x)
22, i ., D= =secx - (csex + 1)
msr[i - x] a2

7, [wn(x +21) + cog(% _ x)]z F dcos(x - 2rx) <o

c8C E—x
2

sen (@ +B +y) + sen (a—p-y) —

cos (a+B+y) + cos(a—B-y)
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25. sen(@+w) - sen(0-w) = (sen® + senw) (sen 6 — sen w)

3 T 2
26, an|— + 8| + tan| = -8 = - ———
an[4 ] an[4 ] sen’ 8 — cos’ 8

3 1
27. 4 - = = 4 - =
chm( 3 J + X mlﬂn( 5)

28, sen =X megen™ -
N 75
29, cos 12 - cos"ﬂ = - sen"—s-
13 65 5
2
a0, et il XL ag’t = 0,1>0

2

& - 1
31, arc sen———=arccos——==arctan—,1 > 0
il rf+1 1

a ! a4 1 =
+ 1),¢>0
o VP 41 o NS =sen(1)

- t 1 =1
33, sen” |— —sen” —=sen" —,121
r+1 Jr+1 r+1

! 5 =1
34, arcrans — arcsen ———— = arctan ———,5 > 0yr > 0
£+l 1 + &

32,

O Varifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Funciones trigonométricas del dngulo doble

Estas funciones se obtienen a partir de las identidades de la suma de dngulos, como se muestra a continuacion;

Seno del angulo doble sen (2a)

Para obtener el sen (2ar) se emplea la identidad sen (o + ) donde B =
Entonces:
sen (o + 3) = (sen a)(cos B) + (sen B){cos a)
sen (2a) = (sen a)(cos a) + (sen a)(cos a)
sen (2a) =2 (sen a)(cos a)

Coseno del angulo doble cos (2a)

Para obtener cos (2a) se emplea la identidad cos (e + 8) donde f=a
Entonces;
cos (a + B) = (cos a)cos B) — (sen a)(sen B)
cos (2a) = (cos a)(cos a) —(sen a)(sen a)
cos (2a) = cos® o - sen® e (con el empleo de identidades trigonométricas bsicas)
cos (2a)=1-2sen’
cos (2a) =2cos = 1

205



14 CAriTUIO

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Tangente del angulo doble fan (2
Para obtener ran (2a)se emplea la identidad ran (a + B) donde B = a

= B tan o +fan B
t +B)=——
ek ) I—tan o -tan B
som (2 e RV,
I=tan a -fan o
2ran ot
20)= —————
tan (2a) 1-tan® o
E&I.EMPLOS * 5
.g. 1 .¢~0btén1asfumimestrigonmfuicasdc(im},sisesabcquc!anm=3,pam1t£m5—2’5
E Solucién
lﬁ' En este caso el dngulo w se encuentm en el tercer cuadrante, entonces: fan w = =
_ i Por el teorema de Pitdgoras
1 2= (17 + (37
Il L '~ }'2= 149
= = r= 10
-3
r
Se obtienen las funciones trigonométricas de w:
wnm-———g———@ Cos = —L——@ fan w= _—3—3
por Jio 10 Jo 10 7 =1
sen 2w =2 (sen w)cos w) = 2[—@]-[—ﬂ]= M
10 10 100
cos 2w = cos® @ — sen’ w = Vo] [ 310 o L
10 10 100

2gnw  _ 2-(3) _ 6 3

l—rart’a:-—l_{3f - 4

fan 2w =

2 ®e:Demuestra la siguiente identidad: 3
sen®x+cosfx=1—-"sen’ 2x
Demostracién " 4

(sen® x + cos® x)(sen* x — sen’ x-cos x + cos* x) = I—Iwnzlx

(1)(sen* x — sen? x-cost x + cos* x) = 1 —%senzh'

sen x — sen® x-cos® x + cos* x + 3sen’ x-cos® x —3sen x-cos® x = 1 —%senzix
(sen* x + 2sen” x-cos® x + cos* x} —3sen® x-cos”x = 1 —%senzir

(sen® x + cos® x)* — 3sen® x-cost x=1- %senzix

l—iyenzrcaszx=1—§&€nzzx (pero sen 2x = 2 sen x- cos x)

3 3
1- Zsen?2x=1- = sen?
4aen2x 4&3 2x
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3 ®+-Demuestra la siguiente identidad:
l+cos2x _
clg x

sen 2x
Demostracion

Se inicia con la sustitucitn de las siguientes identidades:

cos X
I=sen” x+cos’ x, cos2x=cos" x—sen” x y clgx=—=
sen x

Se realizan las operaciones correspondientes y se simplifica;

1+cos2x _ (sen’ x+cos’ x)+(cos” x—sen’ x) _ 2cos” x _ 2cos” x senx
cagx erg x T ocosx  cosx
senx
Pero 2 sen x cos x = sen 2x, por consiguiente se comprueba la igualdad:

=2sen x cos x

1+ cos 2x
crgx

=senlx

Funciones trigonométricas de la mitad de un édngulo
Seno de la mitad de un angulo: sen(%)

Para obtener el sen[%].scemhahidcﬁdadms{ia}: 1 -2 sen® a, entonces se realiza el cambio a=§
cos [2-2 |= 1-25en?| 2 — cos w=1-2sen?| 2
2 2 2

1-cos
2

Se despeja sen [% ] resultando sen[gl] =

Coseno de la mitad de un angulo: cos( %)
Para obtcncrcas[%} se emplea la identidad cos (2a) =2 cos” e~ 1
Entonces se realiza el cambio a=§
cos [2-9-}]=2m32[2}—1 — m3m=2cag2[2]—l
2 2 2

e
Se despeja cos [g ] resultando cos [%] = ‘\'I 1% c:w =

Tangente de la mitad de un éngulo: ran( %}
Para obtener ran [E;-], se emplean identidades trigonométricas bésicas:
| 1-cos @ 1-cos @
s 2] _ 2 2 _ -cosw

[iH]
an 12| = = = =
[2] @ 1+ cos @ T+cos®  \l+cosm
cos| =
2 2 2
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Al racionalizar el denominador:

[ )_\/(l—msw]-(l—msm] _ {(l—casm]z _ fl(l—casm]z _l-cosw
B (14 cos ) -(1=cos w) -\J l-cos’@ \ sen® = sena

Por tanto:

2 =\J1+cmm sen w

m[m] l-cosw _ 1-cosw

@ ¢ Obtén las funciones trigonoméiricas bésicas de [%) si se sabe que: sen w = ——J;E para

Solucién
Se ubica el 4ngulo wen el cuarto cuadrante:

Por el teorema de Pitdgoras
> (8 =@+ (55
X
64 = 2% + 55
—55 6455 =4
x=+9
x=3
Se obtienen las funciones trigonométricas del dngulo w:
J55 3 55
€n = _T COs @ = 3 lan w= —T

De acuerdo con el resultado anterior, las funciones trigonométricas del dngulo (%] son;

3 (5

— 1-] = =
w| _ |l-cosw _ 8_3_}5_1!3
MRE "J 2 -\/ 2 -1||E-4\|16-4

cos

b | B
[}
=
+
BIg
2
[}
—
=
& +
oo |
[}
—
b Joo
Ll B
= =
-F-‘;—-
—

fan

| B

270° < w < 360°,
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2 ®+-Obién el valor de las funciones trigonométricas bdsicas del 4ngulo de 15°, haciendo 15° = 3%.0

Solucién
a) Para hallar el valor de sen 15° se utiliza la siguiente férmula;

- @] _ 1-cosw
2)° V7 2

Entonces,

3
sen 15° = sen SE = L—cof 07 = Ji_T = 2—\{5 = 2_1'/5
2 2 2 4 2

2-f3
2

Por tanto:

sen 15° =

b) Para hallar el valor de cos 15° se utiliza la siguiente férmula:

o w]_ |l+cosw
2]V 2

Entonces,
B
30°)  [T+cos 30° 5 263 _ 2+
cos 157 = cos = = = =
2 2 2 4 2
Por tanto,

cos 15° = _“2*2"“@

¢) Para hallar el valor de fan 15° se utiliza la siguiente férmula;

(m] 1-cosw
fan |2 = ——

2 sen w
Entonces,
Y3 2-43 A
30° 1-cos 30° 5 2 2-4/3
tan 15° = tan = = = =
[ 2 ] sen 30° 1 1 1
2 2
Por consiguiente,
tan15°=2_3
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3 @+ Demuestra la siguiente identidad:

o

cos @ - cosla o0

-

o

sen & + sen la ag

2

Demostracion
Se aplican las identidades del doble del dngulo

o o
= 2 2 =
cosa - cos2a "7 & cosa ~(cos® a—sen’ @) %"
o a+2enatcosat &
sen o + senle ., % sen o + 2sen o cos .
2 2
sen
cosat—cos” a+sen’ o _ " 2
o
sen a+senacosee O
2
o
cosa—cos’ a+l-cos’a "5
T o
sen o+ 2sen of cos o o
2
o
1+cosa-2os’ @ _ "7
o+ 2sen ocos o o
sen sen ctcos cos

Se realiza una factorizacién tanto en el numerador como en el denominador,

1+cosa—2cos’ ¢ _(1-cosa)(1+2coser) _1-cosa
sen a+2senct cosae sen a1+ 2cos a) sen o

Se aplican identidades bésicas con el nuevo resultado,

T T

1—casc¢= l=cosa o l-cos o =J1—m3€¢= J2 o 2
sen o ,J]_mfa J(]...ma)(]_m,a) Jl+cosa \fl+cosa J1+casa
J2 2

a [I-cosa a |1+ :
Pero sen5=,{% y cmE=J$,cntmsse demuestra la igualdad

§

R RR

cos & = cosla
sen o + sen 2o

3
=
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EJERCICI

2

10,

1.

Identidades y ecuaciones trigonométricas

O 45

UﬁﬁmhﬂdﬁhﬁdﬁdﬁdﬂﬁigﬂouﬁWmuﬁﬂﬂhﬁmﬁmﬂﬁmﬂﬂﬁﬁm&hﬁﬂgﬂm%. %#. %:‘ry %a‘!.
. Obtén las funciones trigonométricas de (2ar) y (%]. si se sabe que csc o= 4 para ;iaiﬂ:.
, 12 3 ; ; : B
Si se sabe que fan B = ?.paraxiﬂiiﬂ.lnﬂalasfmmmsmgmmmémcasde(iﬁ}y 7))

: . ; 5 3 : . .
Dada la funcién trigonométrica cos w = — donde — <@ <27, encuentra las funciones trigonométricas de

Qw)y [%] -

Obtén las funciones trigonométricas de (2ar) y (%]sisc sabe que: sec a = —% para %iai#.

. a 3+45
Sigen — =
2 6

y Eiagn. determina sen a, cos a y tan «.,
2
Sicos2B = % y ﬂiﬁigﬁ,cmucn’smlas funciones trigonoméiricas de B y g

10—\|'SG+10\:'§

. Sisen la =
4 20

, determina las funciones trigonométricas de a si Uiai%.

.1 J 6 T i i q B
- —f=|—— y 0£f<—  hallalas func trigonométricas de w2
1c3.:'4ﬁ TR ¥y B - iones trig asde By 2

Sicrg g =-3y :—;ﬂSa}SZﬁ,haﬂalas funciones trigonométricas de @, 2w y 4,

Demuestra las siguientes identidades:

11

12

13.

14,

15.

16,

17.

18,

19,

2 _ 20t

1+ cos ex 2
. [cos2x = sen 2x]* = 1 = sen(- 4x)
cos Bx + cos 4x = 2cos 2x — 4sen? 3x - cos 2x

sen4x + sen 6x = 2 (sen 5x - cos x)

1
ig o i = + sen 2w
4 cos 2w

cos®f — sen’f = % cos 2B - (3 + cos 4B)

95 e 5% | 2 (sen ¢ + cos «)
4 1 + senla

1

cos 12° cos 24° cos 48° cos 96° = T
cos’ x —sen’ x o sen 2x .
cos 2x 2 (senx + cosx)
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@

1
1 1+MRE

1+seng [mz%]_{“c,g%]’

21, 2[cm%—3m§]-[sen§+cm%]mx =cos(x+y)+cos(x-y)

22, sen(x+2y)-sen x=2seny-cos(x+y)
23, dese’f-cos B o= c!gzg - :a.ltlg

24, [Emsg—seng]-[cosg+seng]=2casﬁ'+se:n6+l
2 2 2 2

25, sen®x + cosx =1 - %ani‘r

O Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente . « « o - v o0 v o v o0l

Identidades trigonométricas para transformar un producto en suma o resta

De las identidades:
sen (x + y) = (sen x) (cos y) + (sen ¥) (cos x) se realiza la suma con
+ sen(x —y) = (sen x) (cos y) — (sen y) (cos x)
sen (x + y) + sen (x = y) = 2 (sen x){(cos y)

Al despejar,

(sen x) (cos y) = %[sen(x+y]+ sen(x-y)]

De forma semejante se obtiene;

(cos x) (sen y) = -21-[.98.': (x+y) —sen(x—y]]
De las identidades:

cos (x + ¥) = (cos x) (cos y) — (sen x) (sen y)se realiza la suma con
+ cos (x - y) = (cos x) (cos y) + (sen x) (sen y)
cos (x + y)+ cos (x = ¥) = 2 (cos x)(cos y)

Al despejar,

(cos ) (cos y) = [cos (x+3)+ cos(x-)]

De la misma manera se obtiene:

(sen x) (sen y) = -%[ms{x +y)=cos(x- y]]
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EJEMPLOS

1. ®#Expresa el siguiente producto en forma de suma o resta;
E_ f cos (8x) cos (2x)
(™ Solucién

Se emplea Ia identidad (cos x) (cos y) = %[cos{x +y]+cas(x—y]] y se obtiene;
cos (8%) cos (2x) = %[ms(h+2x}+cm{3x—2x}]

cos (8x) cos (2x) = %[cos{lﬂx] +cas{6x]]
2 ®e-Encuentra el valor del siguiente producto:

Solucién aenﬁ_’f}ag[%]

Se emplea la identidad (sen x) (cos ¥) = %[sen (x +y)+sen(x-y)]

3n i3 1 3r =« r &

— —|== —— —_———
M f*z) " 2 m[ 4 12 ]‘m[ 4 12H
.ﬁenrg—# os] X | = L P ) O ]

| 4 12) 2L 12 12
ﬁﬂrs—# OF 1 = l- (—# +sen 2_#.']

| 4 12) 2| 6 3

Al sustituir el valor de las funciones trigonométricas de dngulos notables:
M[Lﬂ m[i S[1, 3] 1) 14
+ 12) 212 2 21 2 4

EJERCICIO 46
*  Convierte los siguientes productos en sumas o diferencias de funciones trigonométricas:
. 1. sen{a + B)cos(a— ) 11, 4 sen(3c) sen(c)
. 2. cos(45°) sen(60°) 12, Scos(2a) sen(ba)
3. sen(y + B} sen(y - B) 13. cos(47°) sen(43%)
4, cm[ﬁ}m[f] 14, cos(za] ms[zﬂ)
12 4 3 3
5. sen(82° 30°) cos(37°30%) 15. 3sen(9a) cos(%a)
’ , T I
6. sen(37°307) sen(7° 30") 16, ﬁc[g]ﬂﬂ'[g]
7. cos(x + a) sen(x — a) 17, ran2actg a
8. c'as[?—ﬂ}ws[s—ﬂ] 18. sec(gx)csc(f]
12 12 4 4
9. sen(187°30") cos(217° 30" 19, tan(x + a) tan(x - a)
4 12 sec(2a-f)
g Varifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondient® « « « o o o 0 0 00 0 0 0w 0 0o
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Demostraciéon de identidades

EJEMPLOS A
ll 1212 " 4

w
_g. . ®% Demuestra la signiente igualdad; sen L cos
i Demostracion

Se aplica la identidad (sen x) (cos ¥) = %[sen(x+ y)+sen(x-y)]

sen imsi i wn[i+1]+sen[£—£) =1 % +sen0
212 "2 12" 12 & 13 5T ET

=]
k3] =

Pero sen

12
Por tanto queda demostrada la igualdad.

2 ®e-Demuestra la signiente expresién;

Senx cos y+ sen y cos x = sen(x + y)
Demostracién
Se aplica la transformacién de productos a sumas y se obtiene:

SERX COS Y= %[m(x +J']+3£"(3“J’]]

1
Seny cos X =cosx seny= E[sen(x+ y)-sen(x-y)]

Al sumar ambas expresiones:

Se simplifican términos semejantes, entonces;
SEnX cos y+ sen y cos x = sen(x + y)

Por tanto, queda demostrada la igualdad,

SenX cos y + sen y cos X = %[wn{x+ y)+sen(x-y)]+ %[m(x +y)-sen(x-y)]

1 1 1 1
SERX COS Y+ SRy Cos X = Esen(x+y]+ Esen(x—y]+ Esen(x+ y)- Esen(x—y]
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EJERCICIO 47

1

10.

11.

12,

13,

14.

Demuestra las siguientes igualdades:

1 3

sec 30° csc 120° 4

SnTS° cosd5 _ . po
sen 225° cos 75°

cos 35° sen10° +cos 10° sen 35° _ J6

cos 20° cos 10° —sen20° sen10° ~ 3

!mfrms—ﬂ+l‘at£l‘ans—ﬂ
6 12 12 12 =74 ﬁ
I—IMEMRE
6 12

1
sen x cos x + cos3x sen x = Esen‘lx

ﬂﬂs{*’+%)mn(x—%} = %[mnzx_%]
oyt

cos(2n —x) cos® [gﬂ—sten’ [g—x]

=fecx

cos x[cos 2x — 2ser’ x] = cos 3x

an x+£ Han [E—x = M
3 3 T 2eos2x -1

Identidades y ecuaciones trigonométricas

sen(10% + x) cos (20° = x) + cos(80° — x)sen(T0° + x) = sen(2x - 10°)

(Gres el o) -sm(Ggrs o)
sen| —T+x |eos| —A+x | —sen| —A—x |cos| - —x
9 18 18 9

sen % —X
2 senx

= = sen 3x
esc 2x csc[s;+2x]

cos 2x + 2[sen x cos y + cos x sen y] sen(x —¥) = cos 2y

r 3 3
sen| Z=x | -sen| > —x ccos(T—x) =cos’ x

Q Este ejercidio no tiene soluciones al final del libro por ser demostraciones s e —=— = —
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Identidades para transformar sumas o restas de funciones trigonométricas

en un producto

Dados los dngulos x y y, tales que

r+y=«a : x—-y=pf
Al resolver el sistema de ecuaciones para x y y se obtienen los siguientes resultados:
a+ff a-f
=3 =3
Estos valores angulares se sustifuyen en la identidad:
(senx) (cos y) = %[3en(x+ y)+sen(x-y)]
Y el resultado es:

mn[%]ms[%]: %[sen o+ sen ]

Ahora, al despejar la suma de los senos, se determina que:

sen o +sen B =2m[a;‘s)m(a_ﬁ]

De la misma manera se obtiene:

sen a - sen B =gm(ﬂf;ﬁ] m(a_p]
)

@+ a-
cos o +cos B =2cm(—z£] Lm{—-

[ 3
cos o =cos B =~2mn(

EJEMPLOS " = .
.i 1 ®¢-Efectia lo siguiente: sen o —seh
E
= Solucién
Al aplicar la transformacitn de diferencia de senos a productos, se obtiene:
L2 L.
i i 2 6 2G|
_—— —_— =2 . E
sen - —sen— cos| <= sen| <5 simplificando
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

2 ®s+-Calcula, sin hacer uso de las tablas trigonométricas:
SM[E]’SEH[ ]
12
Solucién
o+ B
Se emplea la identidad, una+unﬁ=23€n[ 3 ] cos [T]

Tn 5a) (13 _sx

sen[%]»sm(f;] 2| sen| 12 7 12 leos| 12 5 12

sen 1 sen 2% =2
12 12 )77 ¥z 12
Dado que % no es un Angulo notable, se puede emplear la identidad:

ms[ﬁ E l+cosx
2 2

Se simplifica,

T
Donde LA -} , entonees,
12 2

ms[£]= cos % = J1+m3[§-] = JH—? & ‘jihﬁ s Jz;—ﬁ

12 2 4
Por tanto, —
12 12 2

M[E]»sen[si] = y2+3
12 12

3 ®e- Simplifica la siguiente expresién; ms[w+ %]—cos[m— g ]
Solucién

Se emplea la identidad, cos & —cos B = —z[m[ﬂﬁ]- sen[“—-ﬂ

wfor o) =2 5H3)]flo3)o3)

cos w+%]—cos w—g}—lﬁeﬂ(ﬂ?]‘“"(g)
cos t:u+%]—cas m—%}—ZWﬂ(W]‘[ﬁ]

cos m+§]—ms* m-%]: —J3:sen ®
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Solucién

A @ Simplifica la siguiente expresién: sen | % +Z |- sen
2 2

A]uti]iza:laidcnﬁdad,aena—mnfl:icas[a;ﬂ]

x
sen

sen

sen

sen

(5% 2
'

.

X

(2 2 2

=2 cos

,
2
%]
T PR rakey i
z
Hllh
A ME A
n
§
b3 | =t
—
L]

EJERCICIO 48

Convierte en producto las siguientes sumas y restas de funciones trigonométricas:

1.

8.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

sen 165° + sen 75°
cos(7P)+cos(-2P)
sen(240°) + sen(120°)
cos(58) - cos(36)

cos (37° 29) +cos(52° 31)

sen 35° - sen 25°

218

9.

10,

11.

12,

13,

cos

cos

sen

cos)

sen

5
sen
8

cof| ———

................
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

Demostracién de identidades

m

JEMPLOS 50 10°0 3
— a0k som 107 3
]l._ iy ' Demucstra la siguicnte igualdad: — —o0 — — o=

Eemplos

Solucién

Se aplica la suma de senos y cosenos

l L o l o_ o
Z[aenz(m +10 ]c‘asi(ﬂ] 10°) _ sen30°cos 20°

cos 30°cos 20°

sen 50°+sen 10° _
cos 50°+cos 10°

I 1 St
Z[ME(SU“HU“]MSE(SG“—IU“]]

Pcm:mEU”:?,purluquclaigualdadqucdadcnmtmda.

2 ®e-Demuestra la siguiente igualdad:
sen x + sen 3x + sen S5x + sen Tx = 4 sen 4x cos 2x cos x

Solucion

Se agrupan dos a dos los sumandos
sen x + sen 3x + sen Sx + sen Tx = (sen x + sen 3x) + (sen 5x + sen Tx)

Se aplica la transformacién de suma de senos a productos

senx+sendx= 2[mé(x+3x]ms%{x—3x]] = 2[sen 2x cos(—x)] =2 sen 2x cos x

1 1
sen S5x+ sen Tx= 2[3m5(5x+?x]c03-2—(5x—?x]] = 2[sen 6x cos(~x)]= 2 sen 6x cos x
Entonces,
sen x + sen 3x + sen Sx + sen Tx = 2sen 2x cos x + 2sen 6x cos x = 2cos x (sen 2x + sen 6x)
En esta nueva expresidn se aplica la transformacidn de sumas a productos,

2 cos x (sen2x + sen 6x) =2 cos x - 2[3en%{2x+6x]ms%(2x—6x]]

=4 cos x [sen dx cos(-2x)]

=4 cos x sen 4x cos 2x
Por tanto, queda demostrada lIa igualdad,
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EJERCICIO 49

1.

* B R R R OEEEEEEEANEES

-

Ln

7.

10,

11.

12,

Demuestra las siguientes igualdades:

5 11 J2

S mtoos =T = ———
SR 2

sen 40°+sen 20° |3
T = X opl0°
sen 40°—gen 200 3

T Sm x
sen—+sen—  fan—

6 K. 9
wts—ﬂ—seni ra.r:1

18 6 18

cos(x-m)+cos(x+mM)=-2cosx

. %en 2x + sen dx — sen Gx = dsen x sen 2x sen 3x

x Sx
senx —sen 2x + sen 3x - sen dx = — dsen 3 cas? cos X

5.
cosx + cos2x + cm3x+cos4x=4ms?x cos x cas%

sen Sx —sen 3x

fanx =
cos Sx+cos 3x

1-2gen’ x L
sendx—senx 2
cos(x+y)=cos(x-y)
sen (x+y)-sen(x-y)

==fanx

1 1 I x
= —(fC—Secxsec—
senx+sen2x+sendx 4 2 2

%[cas(a +b+c)+cos(a+b—c)+cos(a-b+c)+cos(a—b-c)]=cos acos b cos ¢

O Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro por ser demostraciones: « « « « « s s 4 s = =« « &

Ecuaciones trigonométricas

Una ecuacidn trigonométrica es una expresion que tiene como incdgnita valores angulares bajo los signos de funciones
trigonométricas,

Al resolver una ecuacion trigonoméirica se debe encontrar el o los valores que satisfacen dicha ecuacidn, esto es,
que en una ecuacidn trigonométrica no siempre existe una solucidn (nica, en ocasiones existen varias, las cuales se
€Xpresan como conjunto solucion,
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Identidades y ecuaciones trigonométricas

EJEMPLOS

.ﬁ- 1. @+ Resuelve la siguiente ecuacién para 0 < x < 2,

E_ I sen [x+%] =1
i Solucién

Se despeja la incognita x y la funcidn seno se representa como gre sen en el segundo miembro, luego el intervalo
indica que se tomarin como solucién aquellas entre 0° y 360°

sen [x+Z | =1 - x+Z | = are sen (1)
4 4
s+ 222
4 2
x=Z Z_Z_45
2 4 4
El resultado puede expresarse en grados o en radianes,
2 ®e-Resuelve la siguiente ecuacién para 8 si 0° <8 < 360°,
3tan 0 —4=1and -2
Solucién
Se agrupan los términos que tienena las incognitas y se reducen:
3rand -4=tantd -2 — 3ran@—-ranb=-2+4
2ianf =12
fanf =1
De esta expresitn se despeja el dngulo 8
tanf =1 —3 8 = are tan (1)
o="2 —45°
4

Luego, la tangente es positiva en el primero y tercer cuadrantes, por consigniente, el conjunto solucién es E ¥y ? 5

3 ®e-Resuelve la siguiente ecuaci6n para x si 0 <x < 2m,

2sen’x-1=—senx
Solucion

Se agrupan los términos en el primer miembro;
2sen’x—1=—senx — Zsen’x+senx—1=0

La expresion resultante se factoriza,
(Zsenx —1)senx+1)=0
Por tanto, 2senx—1=0y sen x + 1 = 0, de las cuales se despeja la incognita x, entonces,

2senx-1=0 senx+1=0
senx—l senx=-1
=5 =
x=amsen[%] x=arc sen(—1)
T S5t 3r
=—a— x= —
6 6 2

3 3
Luego, el conjunto solucién es %, —GE ¥ ?ﬂ.
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA
A ®s-Resuelve la siguiente ecuacion para 6, si 0° < 8 < 360°,
4cos28-3=0
Solucién
Se despeja cos 0 de 1a ecuacidn;
4c0880-3=0 — 4co0880=3 - cagzﬁ':-i-
cosﬂ:i?
Se obtienen dos ecuaciones
cos @ = % hj cos 9=—%
Se despeja el dngulo 6
0=arc cm[-‘;] =30°, 330° : 0=ar cm[—%] = 150°, 210°
Al final, el conjunto solucién es 30°, 150°, 210° y 330°,
5 @+ Resuelve la siguiente ecuacién para 8si 0° <8< 360°,
2sent0=—sen
Solucién
Se resuelve la ecuacion:
25en” 0 + sen@=0 - sen@(2sen@+ 1) =0
Se obtienen dos ecuaciones:
sen@=0 2sen+1=0
Se despeja el dngulo 6,
sen@=0 25n+1=0
8 = arc sen (0) -9=aﬂ:sen[—%]
8 =0°, 180°, 360° 8 =210°, 330°
Por tanto, el conjunto solucién es 0°, 180°, 2107, 330° y 360°,
& @0 Resuelve la siguiente ecuacion para xsi 0° < x < 360°,
2eos?x=senx-1
Solucién
2eof x=senx—1 - 21 —sen’x) =senx—1
2-2sen’x=senx-1
2-2sen*x—senx+1=0
—2set x—senx+3=0 (+-1)
2sen’ x + senx-3=0
(2sen x+ 3)senx—-1)=0
Se despeja el dngulo x de ambas ecuaciones:
senx—1=0 2:9a£*JitJr:+3=(]3
x=arc sen (1) mnx:—E(nuadste solucidn)
x=90°
Cabe mencionar que 2 sen x + 3 = 0 no tiene solucién porque —1 < sen x< 1, entonces el conjunto solucitn es 90°,
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EJERCICIO 50

3

10,

11,

12,
13,

14,

15.

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

1.

2,

. 2cos [E—x] =1
4

4,

4
SEnX = sen [E-XJ

cosx +2senx=2

csc X =J5ec x

. 2¢cosx-tanx-1=0

. deostx=3-dcosx

. Bcostx+sen’x=3

. 2sen’x+senx=10

, cosx +9sen’x=1

csclx=2cof x

senx-tanx + l=senx + fanx

2c082x + 3senx =0

senx —cosx =10

3cos’x—sen’ x=0

casx-\-@ gnx=10

Resuelve las siguientes ecuaciones, tales que 0° < x < 360°.

223

16,

17.

18

30.

Identidades y ecuaciones trigonométricas

2senx+ csc x =3
senx -cigx —senx =0
. 2e08x+cos’x-2cosx-1=0

deosx-2=2tanx clgx —sec x

tar x-9tanx =0

+3tanx=0

ctg® x

senx-sec x+2 senx =2 = sec x
(2-VB)sen x+(2-3)=2cos’ x

(2+ V5) - (1 + 245) cosx = 2sen” x

sec x(2senx + 1) —2(2senx+ 1) =0

J3tanx
—=co
secx

sx=0

V2eos x —2senx= -3
., Sse’x+cos?x=2

i—svlifwx=ﬂ
aex

cos’ x+ cosx = sen’x







CAPTUIO 15

TRIANGULOS RECTANGUIOS

RECTANGULO

El trigngul

u origen se encuentra en la cultura egipcia,
especificamente en la geometria egipcia.

: los egipcios dominaban a la perfeccién los trign-
e, “ ST egip pe %
o Medicién de tierras gules, ya que fueron la base para la construccion
en el antiguo de sus pirmides asi como la medicién de fierras.
e Se auxiliaban de los anudadores, hacian nudos
los anudadores . E . =
igualmente espaciados para medir y se dieron
cuenta que al ubicar cuerdas de diversas longitu-
des en forma de friGngulo obtenian angulos recios y, por fanto, fridngulos
recténgulos, lo cual significa que tenian conocimiento de la relocién que
existe enfre la hipotenusa y los catetos de un frigngulo rectangulo.

Sin embargo, Pitdgoras fue el primero en demostrar el teorema que lleva
su nombre, el cual establece la relacién entre los lados de un tridngulo
rectangulo, aunque los egipcios y babilénicos lo utilizaban en sus célculos
y consfrucciones pero sin haberlo demostrado.
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EJEMPLOS

¥

GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Solucién de triéngulos rectangulos

Dados tres datos de un tridngulo, si uno de ellos es un lado, enconirar el valor de los datos restantes.

Para los tridingulos rectingulos basta conocer el valor de uno de los lados y algiin otro dato, el cual puede ser un
dngulo v otro lado, debido a que el tercer dato siempre estd dado ya que, al ser tridngulo rectingulo, uno de los dngulos
siempre serd de 90°,

Cabe destacar que el teorema de Pitdgoras y las funciones trigonométricas son de suma importancia para la reso-
lucidn de trifingulos rectingulos,

1 ®¢Enel tridngulo ABC, a = 12 cm, b = 9 cm. Resuelve el tridngulo,
Solucién
B
¢ a=12an
.
A b=9cm c

Se proporcionan catetos; entonces, para encontrar la hipotenusa se utiliza el teorema de Pitdgoras:
c=al+b'

e= (12 +(9)" =144+ 81 = V225 =15

Por lo tanto ¢ = 15 cm.

Para encontrar los dngulos se utilizan funciones trigonométricas; en este caso, al tener los tres lados se puede
aplicar cualquier funcitn. Por ejemplo, en el caso del dngulo A se aplica la funcitn tangente, entonces:

Se despeja el dngulo A:
LA =arc tan (%]: 53°7 48"

Para encontrar el tercer dngulo, se tiene que £ A+ £ B + 2 C= 180°, en particular £ A + £ B=90° ya que £ C= 90°,
por tanto:

533°T 48" + L B=90°
ZB=90°-53"T 48"
Z B=36° 52" 12
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Triingulos rectdngulos

2 e®e-Enel tridngulo MNP, m = 13.4 em, 2 P = 40°, Resuelve el tridngulo.
Solucion
Para hallar el £ N, se aplica;
ZN+ZP+ZM=180°

Ya que £ M = 90°, entonces,

=134
ZN+ZP=9°donde ZN=90° -2 P n %y o
Z N=90°—40°
Z N=50° M—l = 3

Lado n
Se elige uno de los dngulos agudos, en este caso £ Py se establece la funcidn trigonométrica de acuerdo al lado que
se va a encontrar (n) y el lado conocido (m = 13.4), por lo que la funcién que se busca es el coseno de P, entonces:

=

n
P=— donde 40° = —
= cos 13.4

Al despejar n:
n = (13.4) (cos 40°) = (13.4) (0,76604) = 10,265 cm

Para hallar el lado restante (p) se utiliza el teorema de Pitdgoras:

p=Jm—n® = J(1347 -(1026) = J179.56-105.27 = 7429 =8.62 cm

3 ®e-Enel tridgngulo ABC, a = 54 cm, A = 36° 20", Resuelve el tridngulo.

Solucién
En el tridngulo ABC;

LB=90"-~A
£ B=90"-36" 20

£ B=53"40"

Para hallar el lado b, se utiliza 1a funcién tangente de £ A:

a 54
- donde fan 36° 20' = —
b o b
-
an36°20'  0.7354
Hl valor de la hipotenusa se encuentra mediante el teorema de Pitdgoras;

c=Va +b* = \(54) +(73.42)" =9L14cm

tan A =

Al despejar b: b= =T7342 cm
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

EJERCICIO 51
Resuelve el siguiente tridngulo rectdngulo seglin los datos proporcicnados:

C

1. a=12, b=17
LA=32b=4
LC=46°20, a=5
a=325c=413
LA=45,a=13
LC=54°b=226
b=225¢=187

ol B S

LA=48"12", b=345

by

£ C=34°32, ¢ =569
10, a=18.23, b =19.86
11, £ZA=32°27",a=12
12, b=+17,a=2

13, ZC=48°23, b=23
4, a=T.5¢c=25

15, e=13, £ A=25°49
16. Calculaclvalordelmﬁngulmagudmsia=§.
17. Determina el valor de los 4ngulos agudos y el valor de los lados sia=x,b=x+8yc=x+7.

18, Calcula el valor de los dngulos agudos y el valor de los lados siga=x+ LLb=x+2yc=x
19. Determina el valor de los dngulos agudos si a =
20, Calcula el valor de los dngulos agudos si b = 3a,

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente 4
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Triéngulos rectangulos

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Se sitia un puntoa 20 metros de un edificio. Si el 4ngulo de elevacidén al punto més alto del edificio es de 46° 23",
encuentra la altura del edificio,

Solucién
Se representa el problema con un dibujo:

F——20m —
Para hallar la altura del edificio se utiliza la funcién tangente, ya que se tienen como datos un dngulo y el cateto
adyacente a éste, y la altuma representa el cateto opuesto al dngulo dado;

h
46° 23" = —
tan 0

Al despejar h:
k=(20) (ran 46° 23") = (20) (1.04949) = 21 m

De acuerdo con el dato anterior, la altura del edificio es de 21 m.

En la construccién de una carretera se encuentra una montafia de 250 metros de altura, a través de ella se construird un
tinel. La punta de la montafia se observa bajo un dngulo de 48° 30" desde un punto Pen un extremo de la montafia,
y bajo un dngulo de 38° desde el otro extremo. ;Cuil serd la longitud del tinel?

Solucién -

250
48°30° 38°
P R g
— a —— b —4
La longitud del tinel estd determinada pora + b,
Para obtener g, se utiliza el tridngulo PRT y se aplica la funci6n tangente de £ P;

tan 48° 30" = =i
a

Al despejar a
250 250

= tan 48°30° 11302
Para obtener b, s utiliza el tridngulo ORT y se aplica la funcién tangente de £ O:

=221.19m

tan 38° = ?
s
despejar b 250 250

= ——=—=32002
b= an3s0s - 07812 i

Por tanto, la longitud del tinel es; 221,19 + 320,02 = 541,21 m.
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

EJERCICIO 52

Resuelve los siguientes problemas:

1. En una torre de 40 m que estd sobre un pefiasco de 65 m de alto junto a una laguna, se encuentra un observador que
mide el dngulo de depresién de 20° de un barco situado en la laguna, ;A qué distancia de la orilla del pefiasco se
encuentra el barco?

2. A una distancia de 10 m de la base de un drbol, la punta de éste se observa bajo un dngulo de 23°. Calcula la altura
del drbol.

3. Una persona cuyos ojos estdn a 1,20 metros del suelo, observa una pintura que se encuentra a un metro del suelo y
mide 1,50 metros, Dicha persona se encuentra a dos metros de distancia de la pintura,
a} {Cuil es el dngulo de visién? b) ;A qué distancia se debe parar la persona para
que el dngulo de visi6n sea de 45°7
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Triingulos rectdngulos

4. Un nifio tiene un papalote, el cual hace volar sosteniendo una cuerda a un metro del suelo. La cuerda se tensa formando
un dngulo de 45° con respecto a la horizontal. Obtén la altura del papalote con respecto al suelo si el nifio suelta 20
metros de cuerda.

5. Determina el d4ngulo de elevacion del Sol si un poste de 2.56 metros proyecta una sombra de 1.85 metros,

6. Un globo de aire caliente sube con un dngulo de elevacitn con respecto a un punto A de 46° 10°. Calcula la altura a
Ia que se encuentra el globo, con respecto a un punto P del suelo, si la distancia de ¢ste al punto A es de 50 metros,
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

& 7. Desde lo alto de una torre cuya altura es de 25 m, se observa un automédvil alejéindose de la tomre, con un dngulo de
depresion de 32°; si un instante después el dngulo es de 26°, ; qué distancia se ha desplazado el automdvil?

8. Unmaleante es perseguido por un patrullero, quien es apoyado desde el aire por un helicGptero, como se muestra en
1a figura, Si el dngulo de depresion desde el helicdptero hasta donde se encuentra el delincuente es de 25° y el dngulo
de depresion hasta donde se encuentra el patrullero es de 65°, y su distancia a éste es de 25 metros,

calcula:
La distancia entre el helicdptero y el delincuente,
La distancia entre el patrullero y el delincuente,
La altura del helicéptero,

9. Uningeniero civil desea conocer el dngulo de elevacidn del topégrafo, asi como la distancia a la que se encuentra

del asta bandera, si se sabe que el asta bandera mide la cuarta parte de la altura del edificio que es de 16 metros, y la
distancia entre ambas es de 9 metros.

16 m

BEE
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10. Una arafia que se encuentra en la base de una caja desea alcanzar una mosca ubicada en la esquina opuesta de la
caja, como se muestra en la figura, Las esquinas estin conectadas por un cable tenso, determina cudl es el dngulo de
elevacion del cable y la distancia que recorreria la arafia hasta llegar a la mosca por el cable.

12. Debidoa un accidente en unos laboratorios quimicos, se tuvieron que desalojar las casas que estuvieran en un radio
de 500 m de los laboratorios. Una familia vivia a 250 m al este y 195 m al sur de los laboratorios. Determina si la
familia desaloj6 su casa.

07, 290 [
A| | I

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondienta 4
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CAPITULO 16

TRIANGULOS OBICUANGUIOS

Johann Miiller Von
(regiomontanis)
1436 - 1476

sdnomo y matemdtico aleman que realizé
fratados sobre la frigonometria y la asfro-
nomig, inventor de diversas herramientas
para o observacion y la medida del tiempo.

Su obra se compone de cinco libros llamados: De
riongulis omnimodis, jpublicada en Nuremberg
70 aiios después de haber sido escrital Es intere-
sante desde el punto de visia matemdtico, ya que
en el primer libro se esfablecen las definiciones
basicas de radio, arcos, igualdad, circulos, cuer-

das y lo funcién seno. En el segundo, la ley de senos para lo resolucion
de problemas con frigngulos, y del tercero al quinio libros se expone la

frigonometria esférica.
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

Solucién de tridngulos oblicuangulos

Un tridngulo es oblicudngulo cuando sus tres dngulos son oblicuos, es decir, no tiene un dngulo recto, Este tipo de
triingulos se resuelven mediante la ley de senos, de cosenos o de tangentes,

ley de senos

La razdn que existe entre un lado de un triéingulo oblicufingulo y el seno del 4ngulo opuesto a dicho lado es proporcional
ala misma razén entre los lados y dngulos restantes,

i
Ley de senos;
a b ¢
b a senA senB senC
A ¢ B
La ley de senos se utiliza cuando;

© Los datos conocidos son 2 lados y el 4ngulo opuesto a uno de ellos.
= Los datos conocidos son 2 dngulos y cualguier lado.

EJEMPLOS
.g.. 1 @+ Enel tridngulo ABC, b = 15 cm, £ B=42° y /£ C = 76°, Calcula la medida de los lados y dngulos restantes.
E_ Solucién
b A Para obtener A, se aplica 2 A + £ B + Z C = 180°, despejando,
LA=180° -2 C- £ B=180° —42° - 76° = 62°
b 15 . Se conoce el valor del lado b y el dngulo B, opuesto a dicho lado,
B también se proporciona el d4ngulo C, por tanto, se puede determinar
la medida del lado ¢,
76° 42° c __b
e a B senC  sen B

Al sustitnir £ € =76°, £ B =42° y b = 15 cm, se determina que,

c 15
sen76°  sen 42°
Dt la expresitn anterior se despeja c,
o U5Nsen 767) _(15)(0.9703) o

sen 42° 0,6691

Por iltimo, se determina el valor del lado @ con la siguiente relacidn:

a b a 15

sen A - sen B G sen 62°  sen 42°

Al despejar a:

(15)(sen 62°) _ (15)(0.8829) _ (oo
sen 42° 0.6691
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2 ®e-Enel tridngulo MNP, £ P="76", p= 12 cm y m = 8 cm. Resuelve el trifingulo,

Solucion

M p=12cm N

Con los datos del problema, se calcula el valor de £ M con la siguiente relacién;

m p

senM sen P

Al despejar sen M y sustituir los valores, se obtiene:

_msenP _(8)(sen76°) _(8)(0.97029)

sen M ’ T = 5 =0,6469
Entonces:
£ M = arc sen (0,6469)
LM=40° 1%
Por otro lado,

IN=180" -2 P- /A M=180°-76°—40° 18" = 63° 42"

Se aplica la ley de senos para encontrar el valor del lado »:

n___p
senN sen P
Al despejar n,
psenN (12)(sen 63°427) (12)(0.8965)
n= = = =11.09 cim
sen P sen T6° 0.9703
Por consiguiente,

LM=40° 18, LN=63" 42" yn=11.09 cm
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3 ®+-En el iridngulo ABC, £ A=46°, Z B=59° y a = 12 cm. Determina los elementos restantes del trifngulo.

Solucion

c

En el trifingulo:
LC=180"-LA-ZB=180"-46"-59"=T75"

Para hallar el valor del lado ¢ se utiliza la relacidn;

¢ @ donde o= 2smC_(12een75) (12(09659) .,
senC  senA sen A sen 46° 0.7193
Asimismo, para obtener el valor del lado b se utiliza la relacion:
b i Sk = asenB=(12](wn 59°) =(12]{U.81571] —143.cm

sen B ¥ sen A sen A sen 46° 0.7193
Finalmente, los elementos restantes son:

£ZC=75¢c=1611cmyb=143cm

ley de cosenos

El cuadrado de un lado de un triingulo oblicudngulo es igual a 1a suma de los cuadrados de los lados restantes,
menos el doble producto de dichos lados por el coseno del dngulo opuesto al lado buscado.

c Ley de cosenos:
a’=b+c'= 2 cos A

b a b’=a*+ c*-2ac cos B
cr=a’+b2-2abcos C
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Al despejar
La ley de cosenos se utiliza cuando;

2 Se tiene el valor de 2 lados y el dngulo comprendido entre ellos.
2 Se tiene el valor de los 3 lados.

EJEMPLOS
1. @+ Enel tridngulo ABC, a = 15 com, ¢ = 18 cm, £ B=T0°, Resuelve el trifngulo,

i Solucién
i

A c=1%cm B

Para calcular el valor del lado b se utiliza la férmula:

P=a"+c*—2accos B
Donde,

b=J(15)* + (18)* - 2(15)(18) cos 70° = 225 + 324 — 2(15)(18)(0.34202) = /364.3
b=19.09 cm

Conocidos los 3 lados del tridngulo se calcula el valor de £ A:

b+ =a _(19.09)'+(18)° -(15)° _ 364.43+324-225

A = =
o 2be 2(19.09)(18) 687.24

=0.6743

Donde: £ A = arc cos 0.6743 = 47° 36’
Por tiltimo, se determina la medida de £ C:
LC=180P-LA-ZB=1B0°-47°36"-T70° = 62° 24’

Por tanto, los elementos restantes del tridngulo ABC somn:

b=19.09cm, ZA=41°36"y £ C=62°24
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2 ®e-Enel tridngulo ABC, a = 50, b = 45, ¢ = 32, Resuelve el tridngulo,
Solucién
Para obtener £ A;
- R T 2 2_ 2 .
cogdm P +c’=a ={45] +(32)° =(50) _ 202541024 25m=0,1906
2be 2(45)(32) 2880
Donde,
2 A=are cos 0,1906 = 79°
Para obtener £ B;
bl 2 2 1 k| 2
cos B= 9F€ -b =(5'0) +(32) -(45) =25m+1024_2025=&4634
2ac 2(50)(32) 3200
Donde,
£ B =arc cos 04684 =62° 47
Para calcular £ C;
ZC=180°—ZA—/B=180°-79° —62° 4" = 38° 56’
Por consiguiente, los dngulos del trifingulo ABC son:
ZA=T9,LB=624y /L C=3856

ley de tangentes

En todo tridngulo oblicufingulo la razdn entre la diferencia de 2 lados y la suma de los mismos, s igual a la razdn
entre Ia tangente de la semidiferencia de los dngulos opuestos a cada uno de los lados, y la tangente de la semisuma
de dichos dngulos.

Férmulas:

:an[A-—_C :an(—s_c :an(A—-_B
a-c 2 b-c _ 2 a=-b _ 2
+ +

-
— y —— = y -
a+c m[ﬂ+c] be o Bzc] a+h m(Aza]

-3
]
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Triéngulos oblicuangulos

En el tridngulo ABC, ¢ = 10, A = 68°, C = 36°, Resuelve el tridngulo.
Solucién

Se determina el £ B;
LB=180°-ZA- 2 C= 180" - 68" -36° = 76°
Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado :

:an(A_C]
ﬂ_f_ 2

3 A+C
a+c :an( : )

Al sustituir los valores de ¢ = 10, £ A = 68° y £ C = 36°, se obtiene:

m(ﬁm—w
a-10 _ 2 _ tan 16° _ 0.2867

= = s =0,2240
a+10 [68°+36°] tan 52° 12799 g
tan =5
Entonces, de la expresion resultante:
a=19 _ 5.2240
a+10
Se despeja a:
a—10=0.2240g + 2.240 — a—-02240a=2.240+ 10
0.776a= 12,240
12,240
a=
0.776
a=157T em
Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado &;
b—c__\ 2 )
b+c !m( B+C
2
Al sustituir los valores de ¢ = 10, £ B =76y ./ C = 36°, se determina que:
m[w—sﬁ“)
.‘Jl—lli]= 2 =lan20“=(].3639=02454
b+10 [76°+ 36") tan 56°  1,4826
tan| ———
2
De la expresidn resultante,
b-10 - 02454
b+10
Se despeja b:
b—10=0.2454b + 2,454 — b —02454b = 10 + 2,454
0.7546b = 12,454
b=165cm

Por tanto, los elementos restantes del tridngulo son:
LB=T6%a=15Tlemyb=165em
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16 CAPITUIO

GECMETRIA ¥ TRGONOMETRIA
EJERCICIO 53
Resuelve el siguiente tridngulo oblicuéngulo de acuerdo con los datos proporcionados.
C
b a
A c B

LB=5T2N, £C=4339" b=18
LAz, F C=3T N, ¢c=324
LA=8545, L B=26"31",c =436
LC=4P, LA=5421", a=T2
LRB=2P L C=0"b=123
ALA=3 /B=49% qg=12

a=5 ZA=32b=8

¢=13 =10, £ C=35"15"
£ZB=5635,b6=127 a=98
a=9%¢=115 2C=67P2I

. a=15b=16,¢c=26
a=324,b=489 ¢ =667

a=100, b =887, ¢=1255
a=15b=12,¢=20
a=12,b=15 2 C=68"
a=128,¢=32 ZB=76"

. b=45¢=75 ~£A=35

. a=126,b=187, £ C =56°

o ok G ke o R s

e e e e =
®x S5 B EEBEB

Demuestra que para el tridngulo se cumple:

a_ _ b __¢
senA senB senC

S F=b+c"-Uccos A
© b'=g'+-2gccos B
© =a"+¥-2abcos C

Q Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «
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« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para calcular la distancia entre 2 puntos a las orillas de un lago, se establece un punto P a 100 metros del punto M,
al medir los 4dngulos resulta que £ M = 1107 y ~ P = 40P, ; Cuil es la distancia entre los puntos M y Q7

Solucién

Se realiza una figura que represente el problema;

De acuerdo con los datos se determina el valor de £ O:
£ Q= 180° - 110° — 40° = 30°

Sea MQ = d, entonces, al aplicar la ley de senos se obtiene:

d _ 100
sen 40°  sen 30°

De la cual se despeja d:

4= (100)sen 40%) _ (100)(0.6427)
T sen30° 0.5

= 128.54

En consecuencia, la distancia entre los puntos es de 128.54 metros.

Un observador se encuentra en un punto P que dista de 2 edificios, 250 m y 380 m, respectivamente, Si el dngulo
formado por los 2 edificios y el observador es 38° 207, precisa la distancia entre ambos edificios,

Solucién

250 m \38° 20" 380m

P

Seca dla distancia entre ambos edificios; entonces, por la ley de cosenos:

d= J(zsu]’ +(380)" —2(250)(380) cos 38°20" = /62500 + 144 400 — 149 038,98 = 240,55

Finalmente, la distancia entre los edificios es de 240,55 m.
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA

3 Se inscribe un octdgono regular de lado 1 em en una circunferencia; determina el drea del circulo.

Solucién
Si se inscribe un poligono regular en una circunferencia, la distancia del centro al vértice es el radio, si se trazan 2
radios a 2 vértices se forma un tridngulo issceles y la medida del 4ngulo central es = 45°, como lo muestra
In figura;
Sea xla medida de cada dngulo de la base en un triingulo isdsceles, entonces:
2x + 45% = 1807 — 2r =135 — x= 13;5 =675

Por Ia ley de senos se tiene la igualdad;

1 r

send5° ~ sen 61.5°

Al despejar r de la expresidn anterior:

sen 67.5

2 el 13 cm

Luego, ¢l drea del circulo estd dada por la expresion;
A=nr
Se sustituye r = 1.3 ¢m y se obtiene:

A=n(13cm)* = L69x cm®

EJERCICIO 54

Resuelve los siguientes problemas:

1. Para establecer la distancia desde un punto A en la orilla de un rio a un punto B de éste, un agrimensor selecciona
un punto P a 500 metros del punto A, las medidas de £ BAPy £ BPAson 38° y 47° 32°. Obtén la distancia entre

AyB,
__x Hﬂ"
500 m P
A NIF° 47°32
—_— »
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2, El horario y el minutero de un reloj miden respectivamente 0.7
y 1.2 cm. Determina la distancia entre los extremos de dichas
manecillas a las 13:30 horas.

3. Un barco sale de un puerto a las 10:00 a,m, a 10 km/k con di-
reccidn sur 30°20°0, Una segunda embarcacitn sale del mismo
puerto a las 11;30 ka 12 jan/h con direccién norte 45°0, [ Qué
distancia separa a ambos barcos a las 12:30 horas?

4. La distancia entre 2 puntos A y B es de 20 km. Los éngulos de
elevacién de un globo con respectoa dichos puntos son de 58° 20°
y 67° 32", ;A qué altura del suelo se encuentra?

AL e e et B

5, Una persona se encuentra a 3,7 m de un risco, sobre el cual se
localiza una antena, La persona observa el pie de la antena con
un fingulo de elevacién de 30° y la parte superior de €sta con un
dngulo de 70°, Determina la altura de la antena,
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- 6. ;Cudl es la longitud de los lados de un pentigono regular ins-
crito en una circunferencia de 4 centimetros de radio?

7. Dos aviones parten de una cindad y sus direcciones forman un
dngulo de 74° 23°, Después de una hora, uno de ellos se encuentra ﬁ%
a 225 fm de la ciudad, mientras que el otro estd a 300 km. ;Cudl %ﬁé_”_,_--*' g
&s la distancia enire ambos aviones? N
. 300 km
225 LR IR

’
N~
T
A

8. En un plano inclinado se encuentra un poste vertical de 20 metros -
de altura, Si el fingulo del plano con respectoa la horizontal es de
20°, calcula la longitud de un cable que llegaria de un punto a
300 metros cuesta abajo a la parte superior del poste.

9. Un barco parte de un puerto y navega hacia el norte con una veloci-
dad de 70 fan por hora. Al mismo tiempo, pero en direccién noreste,
otro buque viaja a razén de 80 km por hora. A qué distancia se
encontraréin uno del otro después de media hora?
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10. La distancia que hay de un punto hacia los extremos de un lago
son 145 y 215 metros, mientras que el dngulo entre las 2 visuales
es de 56° 10", Calcula la distancia entre los extremos del lago.

56° 10"~145m

11, En un paralelogramo que tiene un lado que mide 20.8 em, su dia-
gonal mide 46.3 cm. Determina la longitud del otro lado si se sabe
que el dngulo entre la diagonal y el primer lado es de 28° 30°,

— B
12, Si A ABC tridngulo cualquiera y DE es el diimetro de la circun-
ferencia, demuestra que:
DF - AB _ BC _ CA ; 5
senC  senA sen B 0

13, Observa la siguiente figura;

a) Demuestra que dado un lado y 2 dngulos adyacentes, el drea del triingulo sera:

_ rsenQsenP g'senPsenR _ p’senRsenQ

2sen (Q+P) 2sen (P+R) 2 sen (R+0Q)

b) Demuestra que el drea del tridingulo estd dada por cualquiera de las siguientes formulas;

1
= r” sen P sen Q esc R

e 28 o)) (29

g Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

oA
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